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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Äàííûé òåêñò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîêðàùåííóþ çàïèñü ñåìåñòðîâîãî
êóðñà ëåêöèé ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì, êîòîðûé íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò àâòîð ÷èòàåò íà ìàòåìàòè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÃÃÓ èì. Ô. Ñêîðèíû. Òðàäèöèîííî ýòîò êóðñ â ÃÃÓ íà-
÷èíàåòñÿ â ÷åòâåðòîì ñåìåñòðå è ñîäåðæèò òåîðèþ ìåðû è èíòåãðàëà
Ëåáåãà (îáñëóæèâàþùóþ íå òîëüêî àíàëèç, íî è òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è
ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó), à òàêæå ýëåìåíòû òîãî, ÷òî ðàíüøå íå ñî-
âñåì óäà÷íî íàçûâàëîñü òåîðèåé ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííî-
ãî. Ëåêöèè îõâàòûâàþò âåñü ìàòåðèàë ïî òåìå �Òåîðèÿ ìåðû è èíòåãðàë
Ëåáåãà�, ïðåäóñìîòðåííûé îáðàçîâàòåëüíûìè ñòàíäàðòàìè Ðåñïóáëèêè
Áåëàðóñü è ó÷åáíûìè ïðîãðàììàìè äëÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ïî
ñïåöèàëüíîñòÿì 1-31 03 01 Ìàòåìàòèêà è 1-31 03 03 Ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà. Öåëü ïðåäëàãàåìûõ òåêñòîâ ëåêöèé � îáåñïå÷èòü ñòóäåíòîâ
ó÷åáíûì ïîñîáèåì, ïî êîòîðîìó áûëî áû óäîáíî ãîòîâèòüñÿ ê ýêçàìåíó
(âêëþ÷àÿ êîíòðîëèðóåìóþ ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó).

Èçëîæåíèå â ëåêöèÿõ ñîïðîâîæäàþòñÿ äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûì ÷èñ-
ëîì óïðàæíåíèé (êàê ïðàâèëî, ëåãêèõ), âûïîëíåíèå áîëüøèíñòâà èç
êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ íåôîðìàëüíîãî óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà. Äîïîëíè-
òåëüíûé (íåîáÿçàòåëüíûé) ìàòåðèàë âûäåëåí çíàêàìè *. Âíóòðè êàæ-
äîé ãëàâû ôîðìóëû èìåþò äâîéíóþ íóìåðàöèþ, íàïðèìåð, (2.1) îáîçíà-
÷àåò ïåðâóþ ôîðìóëó ïàðàãðàôà 2; òåîðåìû, ëåììû è ò. ä. íóìåðóþòñÿ
ðàçäåëüíî ïî ïàðàãðàôàì. Çíàê := ÷èòàåòñÿ �ðàâíÿåòñÿ ïî îïðåäåëå-
íèþ�; êîíåö äîêàçàòåëüñòâà îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì �.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áåçóñëîâíî ïðàâèëüíûì, õîòÿ è äàëåêî íå ïîëíûì, îòâåòîì íà âîïðîñ
�÷òî òàêîå èíòåãðàë?� ÿâëÿåòñÿ �ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì�. Âñå äåëî
â òîì, êàê ñòðîèòü ýòè ñóììû. Êàê èçâåñòíî, ïðè ïîñòðîåíèè ðèìàíîâûõ
ñóìì σ(f, P, ξ) äëÿ ôóíêöèè f : [a, b] → R èñõîäÿò èç ðàçáèåíèÿ P =
{a = x0 < x1 < . . . < xn = b} îòðåçêà [a, b] ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
ξk ∈ ∆k := [xk−1, xk] è ïîëàãàþò

σ(f, P, ξ) =
n∑
k=1

ykm(∆k),

ãäå yk = f(ξk), à m(∆k) = xk−xk−1 � äëèíà îòðåçêà ∆k. Èíòåãðàë òîãäà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë ýòèõ ñóìì ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü÷åíèè
îòðåçêà (åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà îòìå÷åí-
íûõ òî÷åê).

Èíòåãðàë Ðèìàíà âåñüìà ïîëåçåí â àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ, îäíà-
êî ñî âðåìåíåì îáíàðóæèëñÿ ðÿä åãî íåäîñòàòêîâ, èç êîòîðûõ îòìåòèì
ñëåäóþùèå:

- ìíîãèå �ïðîñòûå� ôóíêöèè (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ Äèðèõëå) îêàçû-
âàþòñÿ íå èíòåãðèðóåìûìè;

- îí íå ïîçâîëÿåò äîëæíûì îáðàçîì ðàçâèòü ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç
(â ÷àñòíîñòè, òåîðèþ ðÿäîâ Ôóðüå);

- �ïî Ðèìàíó� íåëüçÿ èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè, çàäàííûå íà àáñòðàêò-
íûõ ìíîæåñòâàõ (à ýòî íåîáõîäèìî äåëàòü, íàïðèìåð, ïðè ñîâðåìåííîì
ïîäõîäå ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé);

- óñëîâèÿ òåîðåì î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíû;

- ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé ñ èíòåãðàëüíîé
ìåòðèêîé íå ïîëíî;

- óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíîé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà (�ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà�) ÿâëÿþòñÿ âåñüìà æåñòêèìè.

Ýòî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ìîäèôèêàöèè òåîðèè èíòåãðàëà, ÷òî è
áûëî ñäåëàíî À. Ëåáåãîì è åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè â íà÷àëå ÕÕ âåêà.

Èñõîäíàÿ èäåÿ À. Ëåáåãà � ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíûõ ñóìì íóæ-
íî ðàçáèâàòü íå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E(f) ôóíê-
öèè f . Ïðè ýòîì, åñëè òî÷êè yk ðàçáèâàþò îòðåçîê, ñîäåðæàùèé E(f)
(äëÿ ïðîñòîòû ìû ñ÷èòàåì f îãðàíè÷åííîé), íà ïðîìåæóòêè Ik, òî èí-
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òåãðàëüíûå ñóììû Ëåáåãà èìåþò âèä∑
k

ykm(f−1(Ik)),

ãäå m(f−1(Ik)) � äîëæíûì îáðàçîì îáîáùåííàÿ �äëèíà� (ìåðà) ïðî-
îáðàçà f−1(Ik) ìíîæåñòâà Ik ïðè îòîáðàæåíèè f . Ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâà f−1(Ik) ìîãóò áûòü óñòðîåíû âåñüìà ñëîæíî, ðåàëèçàöèÿ ýòîé èäåè
ïîòðåáîâàëà, ïðåæäå âñåãî, ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè ìåðû
íà ïðÿìîé, çàòåì � òåîðèè òåõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâà âèäà
f−1(Ik) ìîæíî èçìåðèòü (òàêèå ôóíêöèè ñòàëè íàçûâàòü èçìåðèìûìè),
è, íàêîíåö, ñîáñòâåííî òåîðèè èíòåãðàëà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðèìàíîâûõ ñóììàõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èäóò
ïðîñòî â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ èõ àáñöèññ, òî â ëåáåãîâû îíè âõîäÿò, òàê
ñêàçàòü, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïîýòîìó, ñîïîñòàâëÿÿ ñâîé ïðîöåññ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ñ ðèìàíîâûì, À. Ëåáåã ñðàâíèâàë èõ ñ ïðîöåññîì ïîäñ÷åòà
áîëüøîé ñóììû äåíåã, îñóùåñòâëÿåìîé äâóìÿ êàññèðàìè, � îïûòíûì è
íåîïûòíûì. Íåîïûòíûé êàññèð ñóììèðóåò êóïþðû âñå ïîäðÿä, â òîì
ïîðÿäêå, êàê îíè åìó ïîïàäàþòñÿ. Îïûòíûé æå ñíà÷àëà ðàñêëàäûâàåò
èõ ïî äîñòîèíñòâó è ëèøü çàòåì âû÷èñëÿåò ñóììó, èñïîëüçóÿ óìíîæå-
íèå.

Ïðåèìóùåñòâà ëåáåãîâñêîãî ïîäõîäà âèäíû óæå íà ïðèìåðå ôóíê-
öèè Äèðèõëå D, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë Q, è çíà÷åíèå 0 íà ìíîæåñòâå R \ Q. Ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì
ïîçæå, m(Q) = 0, âñå ñóììû Ëåáåãà ôóíêöèè Äèðèõëå ðàâíû íóëþ, à
ïîòîìó èíòåãðàë Ëåáåãà îò D ñóùåñòâóåò (è ðàâåí íóëþ), õîòÿ ïî Ðèìà-
íó îíà, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, íå èíòåãðèðóåìà íè íà êàêîì îòðåçêå
ïîëîæèòåëüíîé äëèíû.

Îïèñàííàÿ âûøå ñõåìà äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, ðåàëèçóåòñÿ íå ïðîùå, ÷åì äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ è äàæå äëÿ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé. Ýòèì
è îáúÿñíÿåòñÿ, ÷òî (â íàðóøåíèå ïðèíöèïà èñòîðèçìà â ïðåïîäàâàíèè)
òåîðèÿ Ëåáåãà èçëàãàåòñÿ äàëåå ñðàçó â ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè, à èñ-
òîðè÷åñêè ïåðâûé è âàæíûé ñëó÷àé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ ìåðîé Ëåáåãà
ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå �ìîäåëüíîãî ïðèìåðà�1.

1Â ó÷åáíèêå [7] èçëîæåíèå îáùåé òåîðèè ìåðû ïðåäâàðÿåòñÿ ïîñòðîåíèåì ìåðû
Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè.
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Ãëàâà 1. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

Öåëüþ ýòîé íåáîëüøîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íàïîìèíàíèå íåêîòîðûõ ïî-
íÿòèé è ôàêòîâ �íàèâíîé� (ò. å. íå àêñèîìàòè÷åñêîé) òåîðèè ìíîæåñòâ,
óæå èçâåñòíûõ ñòóäåíòàì-ìàòåìàòèêàì, íàïðèìåð, ïî êóðñàì �Ââåäå-
íèå â ñïåöèàëüíîñòü� è �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç�. Áîëåå ïîäðîáíûå
ñâåäåíèÿ (âêëþ÷àþùèå è àêñèîìàòèêó Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ) ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, â [5].

�1. Ìíîæåñòâà, îòíîøåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ

Â òåîðèè ìíîæåñòâ åñòü äâà ïåðâè÷íûõ (íåîïðåäåëÿåìûõ) ïîíÿòèÿ
� �ýëåìåíò� è �ìíîæåñòâî�. Ïðè ýòîì ýëåìåíò x ìîæåò êàê ïðèíàäëå-
æàòü, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó A, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ êàê x ∈ A
è x /∈ A ñîîòâåòñòâåííî. Çàäàòü ìíîæåñòâî � çíà÷èò óêàçàòü, êàêèå îáú-
åêòû ÿâëÿþòñÿ åãî ýëåìåíòàìè. Ñëîâà �ìíîæåñòâî�, �ñîâîêóïíîñòü�,
�íàáîð�, �ñåìåéñòâî� áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ñèíîíèìàìè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ P(X), ïóñòîå ìíîæåñòâî
� çíàêîì ∅. Îòìåòèì, ÷òî äàëåå ñîîòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ A ⊂ X íå
èñêëþ÷àåò, ÷òî A = X.

Åñëè {Ei}i∈I åñòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, òî ìû ìîæåì îáðàçîâàòü îáú-
åäèíåíèå ∪i∈IEi := {x : ∃i x ∈ Ei} è ïåðåñå÷åíèå ∩i∈IEi := {x : ∀i x ∈ Ei}
åãî ÷ëåíîâ. Åñëè ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èõ îáúåäèíå-
íèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ A t B è íàçûâàòüñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíè-
åì ìíîæåñòâ A è B. Äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà {Ei}i∈I áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ ti∈IEi.

Ðàçíîñòü A è B îïðåäåëÿåòñÿ êàê A \ B := {x : (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}.
Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî �óíèâåðñàëüíîãî� ìíîæåñòâà X, òî ðàç-
íîñòü X \ E íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ïîäìíîæåñòâà E ìíîæåñòâà X è
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ E ′. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà äå Ìîðãàíà (ôîð-
ìóëû äâîéñòâåííîñòè)(⋃

i∈I

Ei

)′
=
⋂
i∈I

E ′i,

(⋂
i∈I

Ei

)′
=
⋃
i∈I

E ′i.

Åñëè X è Y � äâà ìíîæåñòâà, òî èõ ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäå-
íèå X×Y åñòü ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå âñåìè óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè
(x, y), ãäå x ∈ X, y ∈ Y . Îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íà-
çûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X × Y (åñëè X = Y , òî ãîâîðÿò îá
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îòíîøåíèè íà ìíîæåñòâå X). Åñëè R åñòü îòíîøåíèå ìåæäó X è Y , òî
âìåñòî (x, y) ∈ R ÷àñòî ïèøóò xRy.

Îáðàòíîå îòíîøåíèå R−1 ìåæäó ìíîæåñòâàìè Y è X îïðåäåëÿåòñÿ
êàê R−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ R}.

Íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè òèïà îòíîøåíèé.

1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî îòíîøåíèå R íà ìíîæå-
ñòâå X, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) xRx ïðè âñåõ x ∈ X (ðåôëåêñèâíîñòü),
á) xRy òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yRx (ñèììåòðè÷íîñòü),
â) åñëè xRy è yRz, òî xRz (òðàíçèòèâíîñòü).
Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî xRy ÷àñòî ïèøóò x ∼ y. Ìíîæåñòâî x̃ = {y ∈

X : y ∼ x} íàçûâàþò êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ X. Ëåãêî
äîêàçàòü, ÷òî X åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå òàêèõ êëàññîâ (äîêà-
æèòå).

2. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà. (×àñòè÷íûì) ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå X
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå R íà X, êîòîðîå ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ã) xRy è yRx âëå÷åò y = x (àíòèñèììåòðè÷íîñòü).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì. Åñëè

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X èìååò ìåñòî ëèáî xRy, ëèáî yRx, òî ïîðÿäîê R
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, à ìíîæåñòâî X � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà çíàêîì ≤. Åñëè x ≤ y, òî ãîâîðÿò
òàêæå, ÷òî x íå ïðåâîñõîäèò y. Åñëè x ≤ y è x 6= y, òî ïèøóò x < y.
Ýëåìåíò b ∈ X íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A ⊂ X, åñëè
x ≤ b ïðè âñåõ x ∈ A. Ñàìî ìíîæåñòâî A ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì ñâåðõó . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà è îãðàíè÷åííîå
ñíèçó ìíîæåñòâî. Ýëåìåíò a ∈ X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè èç
íåðàâåíñòâà a ≤ x ñëåäóåò a = x. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ëåììà Öîðíà. Åñëè ìíîæåñòâî X ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî, ïðè÷åì
ëþáîå åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
êàæäûé ýëåìåíò èç X íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî.

3. Îòîáðàæåíèÿ (ôóíêöèè). Èíòóèòèâíî ôóíêöèÿ � ýòî çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè. Íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ
ýòîìó ïîíÿòèþ ìîæíî ïðèäàòü ñòðîãèé ñìûñë (åñëè ñ÷èòàòü êîððåêòíî
îïðåäåëåííûì ïîíÿòèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Èìåííî, îòîáðàæåíèå
f : X → Y åñòü òàêîå îòíîøåíèå Gf ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y , ÷òî
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äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî xGfy.
Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò y = f(x) (èëè f : x 7→ y), à Gf íàçûâàþò ãðà-
ôèêîì îòîáðàæåíèÿ f (ïî ñóùåñòâó, ïðè òàêîì ïîäõîäå îòîáðàæåíèå
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì ãðàôèêîì). ×àñòî ñëîâà �îòîáðàæåíèå� è
�ôóíêöèÿ� ñ÷èòàþòñÿ ñèíîíèìàìè, íî ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè
ëèøü îòîáðàæåíèÿ â ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îòîá-
ðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå íàçâàíèÿ �ïðåîáðàçîâàíèå�, �ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü�, �îïåðàòîð�, �ôóíêöèîíàë�, �ìåðà� è ò. ä. ×àñòî ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ {Ei}i∈I ìíîæåñòâà X òîæå îïðåäåëÿþò êàê îòîáðàæåíèå
i 7→ Ei èç I â P(X).

Ìíîæåñòâî X íàçûâàþò îáëàñòüþ (èëè ìíîæåñòâîì) îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè f (åãî åùå îáîçíà÷àþò D(f)), à ìíîæåñòâî f(X) := {f(x) :
x ∈ X} ⊂ Y (åãî åùå îáîçíà÷àþò E(f)) � ìíîæåñòâîì åå çíà÷åíèé.
Åñëè A ⊂ X, òî ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç f |A ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà
ìíîæåñòâî A (ò. å. D(f |A) = A, (f |A)(x) = f(x) ïðè x ∈ A). Ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ñóæåíèÿ f |A îáîçíà÷àåòñÿ f(A) è íàçûâàåòñÿ îáðà-
çîì ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f . Åñëè C ⊂ Y , òî ìíîæåñòâî
f−1(C) := {x ∈ X : f(x) ∈ C} íàçûâàåòñÿ (ïîëíûì) ïðîîáðàçîì ìíîæå-
ñòâà C ïðè îòîáðàæåíèè f . Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîîáðàçà ïåðåñòàíîâî÷-
íà ñ îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ, ò. å. ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

f−1

(⋃
i∈I

Ei

)
=
⋃
i∈I

f−1(Ei), (1.1)

f−1

(⋂
i∈I

Ei

)
=
⋂
i∈I

f−1(Ei), (1.2)

f−1(E ′) = (f−1(E))′. (1.3)

Êðîìå òîãî,

f

(⋃
i∈I

Fi

)
=
⋃
i∈I

f(Fi),

íî

f

(⋂
i∈I

Fi

)
⊂
⋂
i∈I

f(Fi).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ýòè ñîîòíîøåíèÿ.
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Ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèåX1×X2×. . .×Xn ìíîæåñòâX1, X2, . . . , Xn

åñòü ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå âñåìè óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè (êîíå÷-
íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè) (x1, x2, . . . , xn), ãäå xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n.
Äðóãèìè ñëîâàìè, îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé x : {1, . . . , n} →
∪iXi, òàêèõ, ÷òî x(i) ∈ Xi, i = 1, . . . , n. Â òàêîì âèäå ýòî ïîíÿòèå ïå-
ðåíîñèòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ñåìåéñòâà {Xi}i∈I íå ïóñòûõ ìíîæåñòâ. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèå

∏
i∈I Xi ñîñòîèò èç âñå-

âîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé x : I → ∪iXi, òàêèõ, ÷òî x(i) ∈ Xi, i ∈ I. Íî
âñåãäà ëè ñóùåñòâóþò òàêèå îòîáðàæåíèÿ, ò. å. âñåãäà ëè ìîæíî îáðàçî-
âàòü íîâîå ìíîæåñòâî, âûáðàâ èç êàæäîãîXi ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó?
Îêàçûâàåòñÿ, óòâåðæäåíèå î íåïóñòîòå ïðîèçâåäåíèé

∏
i∈I Xi íå ïóñòûõ

ìíîæåñòâ íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ. Õîòÿ ýòî
óòâåðæäåíèå è ïðèâîäèò ê ðÿäó óäèâèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (òèïà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íå èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ, ñì. íèæå), íî îòêàç îò
íåãî ñèëüíî îáåäíÿåò ìàòåìàòèêó, è áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ïðèíèìàþò (è ïðèìåíÿþò) ñëåäóþùèé ïîñòóëàò.

Àêñèîìà âûáîðà. Ìíîæåñòâî
∏

i∈I Xi íå ïóñòî, åñëè íå ïóñòû
âñå ìíîæåñòâà Xi è ìíîæåñòâî I.

Ëåììà Öîðíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àêñèîìû âûáîðà (è íàîáîðîò).

Åñëè îáðàòíîå îòíîøåíèå G−1
f ìåæäó ìíîæåñòâàìè Y è X ñàìî ÿâ-

ëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì (èç Y â X), òî îíî íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòîáðà-
æåíèåì (îáðàòíîé ôóíêöèåé) è îáîçíà÷àåòñÿ f−1, à èñõîäíîå îòîáðà-
æåíèå f íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óðàâíåíèå
f(x) = y ïðè êàæäîì y ∈ Y èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå
x =: f−1(y) ∈ X (ïî÷åìó?). Â òàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ
òàêæå áèåêòèâíûì. Óñëîâèå áèåêòèâíîñòè ïîëåçíî ðàçäåëèòü íà äâà.
Åñëè óðàâíåíèå f(x) = y ïðè y ∈ Y èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, ò.
å. èç x1 6= x2 ñëåäóåò f(x1) 6= f(x2), òî f íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì. À
åñëè ýòî óðàâíåíèå ïðè êàæäîì y ∈ Y èìååò (âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèí-
ñòâåííîå) ðåøåíèå, ò. å. f(X) = Y , òî f íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (èëè
îòîáðàæåíèåì íà Y ). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Íàêîíåö íàïîìíèì, ÷òî åñëè ìû èìååì äâà îòîáðàæåíèÿ f : X → Y
è g : Y → Z, òî èõ êîìïîçèöèÿ (ñóïåðïîçèöèÿ, ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ) g ◦f :
X → Z îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì g ◦ f(x) := g(f(x)).

Óïðàæíåíèÿ 2. 1) Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé îáëà-
äàåò ñî÷åòàòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè åùå h : Z → T , òî h ◦ (g ◦ f) =
(h ◦ g) ◦ f .
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2) Áóäåò ëè êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f, g : X → X îáëàäàòü ïåðå-
ìåñòèòåëüíûì ñâîéñòâîì: g ◦ f = f ◦ g?

3) Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y îáðàòèìî. ×åìó ðàâíû êîìïîçèöèè
f−1 ◦ f è f ◦ f−1?

�2. Ñ÷åòíûå è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

Âàæíåéøèì îòêðûòèåì Ãåîðãà Êàíòîðà, îçíàìåíîâàâøèì ñîáîé âîç-
íèêíîâåíèå òåîðèè (áåñêîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ, ÿâèëîñü îáíàðóæåíèå òîãî
ôàêòà, ÷òî áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ �ïî âåëè÷èíå�.
×òîáû ïðèäàòü ýòîìó óòâåðæäåíèþ ñòðîãèé ñìûñë, íóæíî íàó÷èòüñÿ
ñðàâíèâàòü áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1. ÌíîæåñòâàX è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè (èìå-
þùèìè îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò áè-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y . Ýòîò ôàêò äàëåå áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ òàê: |X| = |Y | (èëè X ∼ Y ). Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

Card(X) = Card(Y ), X = Y (îáîçíà÷åíèå Êàíòîðà).

Âûïîëíåíèå íèæåñëåäóþùèõ óïðàæíåíèé íåîáõîäèìî äëÿ íàäëåæà-
ùåãî óñâîåíèÿ íà÷àë òåîðèè ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèÿ 1. Äîêàæèòå, ÷òî
1) {2, 3, . . .} ∼ N;
2) ëþáûå äâà èíòåðâàëà (îòðåçêà) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé;
3) (−π/2, π/2) ∼ R;
4) îòíîøåíèå X ∼ Y ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî;
5) A ∼ A1, B ∼ B1 ⇒ A×B ∼ A1 ×B1.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì è ñîñòîÿùèì èç n ýëå-

ìåíòîâ, åñëè X ∼ {1, . . . , n} (n ∈ N). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå X íàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íûì.

Ïðîñòåéøèìè èç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî N íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë è ýêâèâàëåíòíûå åìó ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ýêâèâà-
ëåíòíî ìíîæåñòâó N.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, åñëè åãî ýëåìåíòû ìîæíî
çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò. å. �ðàñïîëîæèòü�â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

A = {a1, a2, . . .}.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî A èìååò ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü è

ïèøóò |A| = ℵ0 (ïðàâàÿ ÷àñòü ÷èòàåòñÿ �àëåô íóëü�).
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Óïðàæíåíèÿ 2. Äîêàæèòå, ÷òî
1) ìíîæåñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ñ÷åòíîìó, òàêæå ñ÷åòíî;
2) îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî;
3)* îáúåäèíåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî ;
4) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ÷åòíî.
Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò (ïîêà íà èíòóèòèâíîì óðîâíå),

÷òî ñ÷åòíàÿ ìîùíîñòü � íàèìåíüøàÿ èç ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ.

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî A èìååò ñ÷åòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî.

Äîêàæèòå!

Òåîðåìà 2. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî
èëè ñ÷åòíî.

Äîêàæèòå!

Òåîðåìà 3 (îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ). Îáúåäè-
íåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷åòíî.

Óïðàæíåíèÿ 3. Äîêàæèòå, ÷òî
1)* îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî;
2)* îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà íå ïóñòûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

ñ÷åòíî.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ôàêòè÷åñêè ïîëîæèëà íà÷àëî ñîäåðæàòåëüíîé

òåîðèè (áåñêîíå÷íûõ) ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Êàíòîðà). Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
íå ñ÷åòíî.

Çàìå÷àíèå. Îñòðîóìíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìû ïîëó÷èë íàçâàíèå äèàãîíàëüíîãî ìåòîäà Êàíòîðà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî X, ýêâèâàëåíòíîå R, íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ìîùíîñòè êîíòèíóóìà (ïèøóò: |X| = c).

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî
1) |(a, b)| = c (a < b);
2)* |[a, b]| = c (a < b).
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Îïðåäåëåíèå 4. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå ïðåâîñõî-
äèò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B (ïèøóò |A| ≤ |B|), åñëè A ýêâèâàëåíòíî
íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà B. Ïèøóò òàêæå |A| < |B|, åñëè
|A| ≤ |B|, íî |A| 6= |B|.

Ïðèìåðû 1. Òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî ℵ0 ≤ |A| äëÿ ëþáîãî áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè |X| ≤ ℵ0, òî
ìíîæåñòâî X êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.

Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøàÿ èç ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
åñòü ℵ0. Íàïðîòèâ, íàèáîëüøåé ñðåäè ìîùíîñòåé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
íåò:

Ââåäåííîå âûøå îòíîøåíèå äëÿ ìîùíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ëè-
íåéíîãî ïîðÿäêà, ò. å. ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 6 (Øðåäåðà-Áåðíøòåéíà). Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|, òî
|A| = |B|.

Òåîðåìà 7 (Êàíòîð.) Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B ëèáî |A| ≤
|B|, ëèáî |B| ≤ |A|.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ
|A| ≤ |B|.

Ïðèìåð 2. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ëåãêî äîêàçàòü
íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî ëþáûå äâà èíòåðâàëà (îòðåçêà) ïîëîæèòåëüíîé
äëèíû ðàâíîìîùíû (ñäåëàéòå ýòî). Òàê êàê ëþáîé òàêîé èíòåðâàë ñî-
äåðæèò îòðåçîê è íàîáîðîò, òî ïî òåîðåìå Øðåäåðà-Áåðíøòåéíà ëþáîé
èíòåðâàë ïîëîæèòåëüíîé äëèíû ðàâíîìîùåí ëþáîìó îòðåçêó ïîëîæè-
òåëüíîé äëèíû (è èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà).

Ïðè îïðåäåëåíèè ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ áûâàåò ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé Øðåäåðà-Áåðíøòåéíà.

Ëåììà 1 (î ñðàâíåíèè ìîùíîñòåé). Ïóñòü f : X → Y .
1) Åñëè f èíúåêòèâíî, òî |X| ≤ |Y |.
2) Åñëè f ñþðúåêòèâíî, òî |X| ≥ |Y |.
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Ãëàâà 2. Ýëåìåíòû òåîðèè ìåðû
Ïðîòîòèïàìè ìåð ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå, ôèçè÷åñêèå è

ò. ï. âåëè÷èíû, òàêèå êàê äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì, âåðîÿòíîñòü, ìàññà,
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé çàðÿäû, öåíà çåìåëü-
íîãî ó÷àñòêà. Îñíîâíûìè öåëÿìè äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ èçëîæåíèå
òåîðèè ïðîäîëæåíèÿ ìåðû, çàäàííîé ïåðâîíà÷àëüíî íà �áåäíîé� ñèñòå-
ìå ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, äî ìåðû, îïðåäåëåííîé íà äîñòàòî÷íî
�áîãàòîé� ñèñòåìå åãî ïîäìíîæåñòâ, à òàêæå èçó÷åíèå ìåð íà ïðÿìîé,
ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ.

�1. Ñèñòåìû ìíîæåñòâ

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ, êîòîðûå äàëåå áó-
äóò ñëóæèòü îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ìåð.

Îïðåäåëåíèå 1. ÏóñòüX � íå ïóñòîå ìíîæåñòâî. Íå ïóñòàÿ ñèñòåìà
A ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) B1, B2 ∈ A ⇒ B1 ∩B2 ∈ A;
2) B ∈ A ⇒ B′ ∈ A.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àëãåáðû ìíîæåñòâ:
1) ∅, X ∈ A;
2) B1, B2 ∈ A ⇒ B1 \B2 ∈ A;
3) B1, . . . , Bn ∈ A ⇒ ∩nj=1Bj, ∪nj=1Bj ∈ A.
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè, ïðî-

èçâåäåííûå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, íå âûâîäÿò èç àëãåáðû ìíîæåñòâ.
Êàê ïðàâèëî, �êâàëèôèöèðîâàííûå� ìåðû îïðåäåëåíû íà àëãåáðàõ,

êîòîðûå çàìêíóòû è îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé
(òàê íàçûâàåìûõ σ-àëãåáðàõ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X � íå ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìà B ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) B � àëãåáðà ìíîæåñòâ;
2) Bn ∈ B ⇒ ∪∞n=1Bn ∈ B.

Óïðàæíåíèÿ 2. Äîêàæèòå, ÷òî
1) Bn ∈ B ⇒ ∩∞n=1Bn ∈ B;
2) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà σ-àëãåáð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

X ñàìî ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
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3) åñëè äëÿ àëãåáðû B óñëîâèå 2 ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ òîëüêî äëÿ äèçúþíêòíûõ ñèñòåì Bn, òî B áóäåò σ-àëãåáðîé.

×àñòî ïåðâîíà÷àëüíî ìåðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íà
âåñüìà áåäíîé ñèñòåìå ìíîæåñòâ ñëåäóþùåãî òèïà (ñì. ïðèìåðû â �2):

Îïðåäåëåíèå 3. ÏóñòüX � íå ïóñòîå ìíîæåñòâî. Íå ïóñòàÿ ñèñòåìà
S ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ïîëóàëãåáðîé (ìíîæåñòâ), åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) B1, B2 ∈ S ⇒ B1 ∩B2 ∈ S;
2) B ∈ S ⇒ ∃B1, . . . , Bn ∈ S : B′ = tnj=1Bj;
3) X ∈ S.

Ïðèìåðû 1. 1) (Ìîäåëüíûé ïðèìåð). Ïóñòü X = R. Ñèñòåìà I,
ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ âèäà [a, b) è (−∞, a), ãäå −∞ < a ≤ b ≤ +∞,
êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, áóäåò ïîëóàëãåáðîé. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëóàëãåáðîé
ñòðåëîê;

2) ïóñòü X = R. Ñèñòåìà A(I), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ âèäà tnj=1Ij
Ij ∈ I, áóäåò àëãåáðîé (ñì. íèæå). Îíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ýëåìåíòàð-
íûõ ìíîæåñòâ íà R;

*3) ïóñòü (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòåìà F ñîáû-
òèé áóäåò σ-àëãåáðîé*.

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷å-
ñòâî ïðèìåðîâ σ-àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ñèñòåìû E ⊂ P(X) ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ E (ýòî ïåðåñå÷åíèå
âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ E , ñì. óïðàæíåíèå 2). Îíà íàçûâàåòñÿ σ-
àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé E , è îáîçíà÷àåòñÿ B(E).

Òåïåðü ìîæíî äàòü åùå îäèí ïðèìåð σ-àëãåáðû, êîòîðûé î÷åíü âà-
æåí äëÿ àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

4) Îïðåäåëåíèå 5. σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé I ñòðåëîê,
íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R, è îáîçíà÷àåòñÿ BR.
Åñëè I ⊂ R � ïðîìåæóòîê, òî σ-àëãåáðó BI := {B ⊂ I : B ∈ BR}
íàçûâàþò σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîìåæóòêà I.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî BR ñîâïàäàåò ñ
à)* σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé âñåõ èíòåðâàëîâ;
á)* σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç

R;
â)* σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé âñåõ îòðåçêîâ.
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Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå 1 (îá àëãåáðå, ïîðîæäåííîé ïîëóàëãåáðîé).
Ïóñòü S åñòü ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ñèñòåìà A(S),
ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé âèäà
A = tni=1Ai, ãäå Ai ïðîáåãàþò S, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Îíà íàçûâàåòñÿ
àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ïîëóàëãåáðîé S. Ýëåìåíòû ýòîé àëãåáðû áóäåì
íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì äëÿ A(S) àêñèîìû àëãåáðû. Ñïðàâåäëè-
âîñòü ïåðâîé âûòåêàåò èç ðàñïðåäåëèòåëüíîãî çàêîíà ïåðåñå÷åíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ:(

n⊔
i=1

Ai

)⋂(
m⊔
j=1

Bj

)
=

n⊔
i=1

m⊔
j=1

(Ai ∩Bj) .

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî n äîêàæåì, ÷òî åñëè E = tni=1Ai ∈ A(S), òî
E ′ ∈ A(S).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 1 ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîëóàëãåá-
ðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êîíêðåòíîì n íàøå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E = tn+1

i=1 Ai, ãäå Ai ∈ S. Òàê êàê
E = (tni=1Ai) t An+1, òî ïî ïðàâèëó äå Ìîðãàíà E ′ = (tni=1Ai)

′ ∩ A′n+1.
Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ïîëóàëãåáðû íàé-
äóòñÿ òàêèå Bk, Cl ∈ S, ÷òî (tni=1Ai)

′ = tpk=1Bk, A
′
n+1 = tql=1Cl. Ñíîâà

ïðèìåíÿÿ ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

E ′ =

(
p⊔

k=1

Bk

)⋂(
q⊔
l=1

Cl

)
=

p⊔
k=1

q⊔
l=1

(Bk ∩ Cl) ∈ A(S).�

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî A(S) åñòü íàèìåíüøàÿ (ïî âêëþ÷å-
íèþ) àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ S.

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü S � ïîëóàëãåáðà ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî
B(A(S)) = B(S).

Óïðàæíåíèå 6.* Ïóñòü E � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàX,A ⊂
X. Äîêàæèòå, ÷òî B(E) ∩ A = B(E ∩ A).

�2. Ìåðû. Ñâîéñòâà ìåð

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ â ñîâðåìåííîì àíà-
ëèçå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S åñòü ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X. Îòîáðàæåíèå µ : S → [0,+∞], îòëè÷íîå îò òîæäåñòâåííîé +∞, íà-
çûâàåòñÿ ìåðîé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

åñëè A =
∞⊔
n=1

An (A,An ∈ S), òî

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An)

(σ-àääèòèâíîñòü).

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå µ : S → [0,+∞], îòëè÷íîå îò òîæäå-
ñòâåííîé +∞, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ:

åñëè A =
N⊔
n=1

An (A,An ∈ S, N ∈ N), òî

µ(A) =
N∑
n=1

µ(An),

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé .
Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî íå êàæäàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà σ-àääèòèâíà.
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé, âìåñòî �ìåðà� ìû èíîãäà áóäåì ãîâî-

ðèòü �σ-àääèòèâíàÿ ìåðà�.

Óïðàæíåíèÿ 1. Äîêàæèòå, ÷òî
1)* äëÿ ëþáîé (êîíå÷íî- èëè σ-)àääèòèâíîé ìåðû µ ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî µ(∅) = 0;
2) êàæäàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà êîíå÷íî-àääèòèâíà;
3) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìåð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé;
4) äëÿ ëþáîãî E ∈ S ôóíêöèÿ íà S, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé ν(A) =

µ(A ∩ E), ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.
Ýòà ìåðà, ñóæåííàÿ íà ïîëóàëãåáðó SE = {A ∈ S : A ⊂ E} ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà E (ïðîâåðüòå, ÷òî SE åñòü ïîëóàëãåáðà), íàçûâàåòñÿ
ñóæåíèåì ìåðû µ íà ìíîæåñòâî E. Ïðè ýòîì ìåðó µ åñòåñòâåííî íàçû-
âàòü ïðîäîëæåíèåì ìåðû ν ñ E íà X (èëè ñ SE íà S). Ýòà òåðìèíîëîãèÿ
ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíÿòîé â îáùåé òåîðèè îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåðû 1. 1) Ìåðà Äèðàêà. Çàôèêñèðóåì òî÷êó a íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà X. Ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà P(X) ðàâåíñòâîì

δa(B) =

{
1, a ∈ B

0, a /∈ B,
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íàçûâàåòñÿ ìåðîé Äèðàêà, èëè ìåðîé åäèíè÷íîé ìàññû, ñîñðåäîòî÷åííîé
â òî÷êå a.

2) Äèñêðåòíàÿ ìåðà. Ïóñòü {xn : n = 1, 2, ...} � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, pn > 0 è

∑
n pn < ∞. Äëÿ ëþáîãî A ⊂ X

ïîëîæèì
µ(A) =

∑
k,xk∈A

pk.

Ïîëó÷åííàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé. Îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
íåêîòîðûõ âîïðîñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ïðè

∑
n pn = 1).

Ïðè X = {xn : n = 1, 2, ...} è pn = 1 ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ñ÷èòàþùåé
(ïîäóìàéòå, ïî÷åìó).

3) Ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé (ìîäåëüíûé ïðèìåð). Ïóñòü X = R. Ìåðà
m íà ïîëóàëãåáðå ñòðåëîê, çàäàííàÿ ðàâåíñòâàìè

m([a, b)) = b− a, m((−∞, b)) = +∞

(�äëèíà�), íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ σ-àääèòèâíîñòè â
ïðèìåðàõ 1 è 2.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâBn ñòðå-
ìèòñÿ ê ìíîæåñòâó B ñíèçó (ïèøåì Bn ↑ B), åñëè B1 ⊂ B2, . . . è
B = ∪∞n=1Bn.

Óïðàæíåíèå 3. Îïðåäåëèòå Bn ↓ B.
Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà ìåð). Ìåðà µ íà àëãåáðå A ⊂ P(X) îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) A,B ∈ A, A ⊂ B ⇒ µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).
Â ÷àñòíîñòè, A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) (ìîíîòîííîñòü ìåðû).
2) σ-ïîëóàääèòèâíîñòü. Åñëè Bn,∪∞n=1Bn ∈ A, òî

µ

(
∞⋃
n=1

Bn

)
≤

∞∑
n=1

µ(Bn).

3) Íåïðåðûâíîñòü ñíèçó. B,Bn ∈ A, Bn ↑ B ⇒ µ(B) = lim
n→∞

µ(Bn).

4) Íåïðåðûâíîñòü ñâåðõó. B,Bn ∈ A, Bn ↓ B, µ(B1) < ∞ ⇒ µ(B) =
lim
n→∞

µ(Bn).

Çàìå÷àíèÿ. 1) Ñâîéñòâî 1) ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé
ìåðû.
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2) Êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà µ íà àëãåáðå A îáëàäàåò ñâîéñòâîì êî-
íå÷íîé ïîëóàääèòèâíîñòè: åñëè Bn,∪Nn=1Bn ∈ A, òî

µ

(
N⋃
n=1

Bn

)
≤

N∑
n=1

µ(Bn).

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òåì æå ìåòîäîì, ÷òî è ñâîéñòâî 2).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìåðà îïðåäåëåíà íà σ-àëãåáðå. Òîãäà îáúåäè-
íåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü åñòü
ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè µ1, µ2 � äâå êîíå÷íûå ìåðû,
îïðåäåëåííûå íà σ-àëãåáðàõ B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî, òî ñèñòåìà {A ∈
B1 ∩ B2 : µ1(A) = µ2(A)} ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì êëàññîì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìåðà µ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ σ-êîíå÷íîé,
åñëè X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ êî-
íå÷íîé ìåðû.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìåðû µ íà àëãåáðå A è ëþ-
áûõ A,B ∈ A ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî µ(A ∩ B) ≤

√
µ(A)µ(B). Âåðíî

ëè ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ìåðû, îïðåäåëåííîé ëèøü íà ïîëóàëãåáðå (ñì.
ñëåäóþùèé ïàðàãðàô)?

Óïðàæíåíèå 8. Ïóñòü X = {a, b}. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ µ íà σ-
àëãåáðå B = P(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ(∅) = 0, µ({a}) = 1, µ({b}) =
+∞, µ(X) = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî µ åñòü ìåðà è îíà íå σ-êîíå÷íà.

�3. Ïðîäîëæåíèå ìåð

Ëþáàÿ ìåðà ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîëóàëãåáðû íà íåêîòîðóþ ñîäåðæàùóþ
åå σ-àëãåáðó â äâà ýòàïà.

Òåîðåìà 1 (î ïðîäîëæåíèè ìåðû ñ ïîëóàëãåáðû íà ïîðîæäåííóþ åþ
àëãåáðó). Êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ìåðó µ ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæèòü ñ ïîëóàëãåáðû S äî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðû µ íà àëãåáðå
A(S). Åñëè µ σ-àääèòèâíà, òî òàêîâî æå è åå ïðîäîëæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü µ′� ïðîäîëæåíèå ìåðû µ íà
A(S). Òîãäà äëÿ ëþáîãî A = tni=1Bi ∈ A(S) (Bi ∈ S) èìååì

µ′(A) =
n∑
i=1

µ′(Bi) =
n∑
i=1

µ(Bi). (3.1)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ìîæåò èìåòü òîëü-
êî âèä (3.1).

Ñóùåñòâîâàíèå. Äëÿ A = tni=1Bi ∈ A(S) (Bi ∈ S) ïîëîæèì ïî îïðå-
äåëåíèþ

µ(A) =
n∑
i=1

µ(Bi).

à) Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü A = tni=1Ai =
tnj=1Bj � äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A íà ýëåìåíòû Ai, Bj ∈ S. Ðàññìîò-
ðèì �îáùåå èçìåëü÷åíèå� Cij := Ai ∩ Bj ∈ S (ñ ïîäîáíûì ïðèåìîì ìû
óæå âñòðå÷àëèñü â òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà). Òîãäà

Ai = Ai ∩ A = Ai ∩

(
n⊔
j=1

Bj

)
=

n⊔
j=1

Cij.

Ïîýòîìó µ(Ai) =
∑

j µ(Cij). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì µ(Bj) =
∑

i µ(Cij)
(ïðîäåëàéòå ýòî). Ñëåäîâàòåëüíî,∑

i

µ(Ai) =
∑
j

µ(Bj)(=
∑
ij

µ(Cij)).

á) Àääèòèâíîñòü è σ-àääèòèâíîñòü ïðîäîëæåíèÿ áóäåì äîêàçûâàòü
ïàðàëëåëüíî. Ñ ýòîé öåëüþ íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñ n ïðîáåãà-
åò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ëè ìåðà àääèòèâíîé, èëè σ-àääèòèâíîé). Ïóñòü A = tnAn, A,An ∈
A(S). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû A(S) èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ A =
tki=1Bi, An = tkn

j=1Bnj (Bi, Bnj ∈ S). Ñíîâà ðàññìîòðèì �îáùåå èçìåëü-
÷åíèå� Cinj := Bi ∩ Bnj ∈ S. Êàê è âûøå, Bi = tn tj Cinj, à ïîòîìó
µ(Bi) =

∑
n

∑
j µ(Cinj). Ïîýòîìó

µ(A) :=
∑
i

µ(Bi) =
∑
i

∑
n

∑
j

µ(Cinj). (3.2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, µ(An) :=
∑

j µ(Bnj). Ïðè ýòîì Bnj = Bnj ∩ A =
Bnj ∩ (tiBi) = tiCinj, à ïîòîìó µ(Bnj) =

∑
i µ(Cinj). Òàêèì îáðàçîì,∑

n

µ(An) =
∑
n

∑
j

∑
i

µ(Cinj). (3.3)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â (3.2) è (3.3) ñîâïàäàþò, òàê êàê
íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ (ïî÷åìó?). �

18



Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî íå íàðóøàÿ îáù-
íîñòè ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìåðû, îïðåäåëåííûå íà àëãåáðàõ ìíî-
æåñòâ (à íå íà ïîëóàëãåáðàõ).

Ñëåäñòâèå 1. Ìåðà Ëåáåãà m íà ïîëóàëãåáðå ñòðåëîê (�äëèíà�)
ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíà íà àëãåáðó ýëåìåí-
òàðíûõ ìíîæåñòâ (ïîêà íå äîêàçàíà σ-àääèòèâíîñòü m, ìû ìîæåì
ãîâîðèòü òîëüêî î êîíå÷íî-àääèòèâíîì ïðîäîëæåíèè).

Âòîðîé ýòàï ïðîäîëæåíèÿ ìåðû íå òàê î÷åâèäåí. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè
òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ïîäãîòîâêà. Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
àáñòðàêòíîé âåðñèåé èäåè âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ñ ïîìîùüþ ïàëåòêè (íî
ðàññìàòðèâàþòñÿ �ïàëåòêè� ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ÿ÷ååê!).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü µ � ìåðà íà àëãåáðå A ⊂ P(X). Îïðåäåëèì
âíåøíþþ ìåðó ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ⊂ X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ∗(E) = inf

{∑
n

µ(An) : An ∈ A, E ⊂
⋃
n

An

}

(èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì
ìíîæåñòâà E ýëåìåíòàìè èç A).

Çàìå÷àíèå. Äîïîëíÿÿ êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà E ýëåìåíòà-
ìè èç A ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè, ìîæíî ñâåñòè äåëî ê ñ÷åòíûì ïîêðûòè-
ÿì. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü äèçúþíêòíûå ñ÷åòíûå
ïîêðûòèÿ, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì çàìåíèòü An íà An \ ∪n−1

i=1 Ai.

Òåîðåìà 2 (ñâîéñòâà âíåøíåé ìåðû). Âíåøíÿÿ ìåðà îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) µ∗(∅) = 0;
2) F ⊂ E ⇒ µ∗(F ) ≤ µ∗(E) (ìîíîòîííîñòü);

3) µ∗(
∞⋃
n=1

En) ≤
∞∑
n=1

µ∗(En) (σ -ïîëóàääèòèâíîñòü ).

À. Ëåáåã óêàçàë òàêóþ σ-àëãåáðó A∗ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R, ñî-
äåðæàùóþ âñå ñòðåëêè, ÷òî ñóæåíèåm∗|A∗ ÿâëÿåòñÿ (σ-àääèòèâíîé) ìå-
ðîé. Ïðåäëîæåííîå íèæå ðàçâèòèå èäåé À. Ëåáåãà ïðèíàäëåæèò Ê. Êà-
ðàòåîäîðè.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî E ⊂ X íà äâå
÷àñòè: E = (E ∩ A) t (E ∩ A′). Èç êîíå÷íîé ïîëóàääèòèâíîñòè âíåøíåé
ìåðû ñëåäóåò, ÷òî

µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A′). (3.4)
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X õîðîøî ðàç-
áèâàåò ìíîæåñòâî E ⊂ X, åñëè ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî:

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ A′). (3.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî A õîðîøî ðàçáèâàåò E, äî-
ñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (3.4).

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ µ∗-èçìåðèìûì, åñëè
îíî õîðîøî ðàçáèâàåò ëþáîå ìíîæåñòâî E ⊂ X.

Ñèñòåìó âñåõ µ∗-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ áóäåì îáîçíà÷àòü A∗.

Ëåììà 1. A ⊂ A∗.

Ëåììà 2. Ñóæåíèå µ∗ íà A ñîâïàäàåò ñ µ.
Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ñëóæèò èíñòðóìåíòîì äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ìåð, îïðåäåëåííûõ íà σ-àëãåáðàõ.

Òåîðåìà-îïðåäåëåíèå 3 (î ëåáåãîâñêîì ïðîäîëæåíèè ìåðû). Äëÿ
ëþáîé ìåðû µ, îïðåäåëåííîé íà àëãåáðå A ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X,

1) ñèñòåìà A∗ âñåõ µ∗-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü σ-àëãåáðà, ñîäåð-
æàùàÿ A;

2) ñóæåíèå ôóíêöèè µ∗ íà A∗ åñòü σ-àääèòèâíàÿ ìåðà, ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñ µ íà A.

Ýòî ñóæåíèå íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâñêèì ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ è òî-
æå îáîçíà÷àåòñÿ µ.

Îïðåäåëåíèÿ 5. 1) Òðîéêà (X,B, µ), ãäå µ � ìåðà, îïðåäåëåííàÿ
íà σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ñ ìåðîé.

2) Â ñëó÷àå, êîãäà µ(X) = 1, ìåðà µ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé, à
ïðîñòðàíñòâî (X,B, µ) � âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

3) Ïóñòü (X,B, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, E ∈ B, B|E := {A ⊂
E : A ∈ B}, µ|E(A) := µ(A) ïðè A ∈ B|E. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé
(E,B|E, µ|E) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà (X,B, µ).

Îïðåäåëåíèå 6. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè èç òîãî, ÷òî N ∈
B, µ(N) = 0, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà N òîæå
ïðèíàäëåæèò B (è, ñòàëî áûòü, µ(A) = 0).

Óïðàæíåíèå 2*. Ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ëþáîé ìåðû ïîëíî. Äî-
êàæèòå.
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Ðåçþìå. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ìåðà µ, çàäàííàÿ ïåðâîíà÷àëüíî íà
ïîëóàëãåáðå S ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðîäîëæåíà íà σ-àëãåáðó A∗ âñåõ µ∗-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, è
ýòî ïðîäîëæåíèå ïîëíî.

�4. Ìåðû Ëåáåãà è Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà íà ïðÿìîé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó÷àé ìåð íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü F : R → R � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ìåðà
Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà îïðåäåëÿåòñÿ íà ïîëóàëãåáðå ñòðåëîê ðàâåíñòâîì

mF ([a, b)) = F (b)− F (a), mF ((−∞, b)) = F (b)− F (−∞).

Ïðè ýòîì F íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû mF (èëè ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèåé).

ßñíî, ÷òî mF ïðè F (x) = x åñòü ìåðà Ëåáåãà m íà ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî mF � êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà, à
ïîòîìó îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé ïîëóàääèòèâíîñòè:

åñëè [a, b) =
⋃n
j=1[aj, bj), òî

mF ([a, b)) ≤
n∑
j=1

mF ([aj, bj)).

Òåîðåìà 1 (î σ-àääèòèâíîñòè ìåðû Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà). Ìåðà mF σ-
àääèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F
íåïðåðûâíà ñëåâà.

Ñëåäñòâèå 1. Ìåðà Ëåáåãà σ-àääèòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû mF (ìåðû m) òàê-
æå íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà (ñîîòâåòñòâåííî, ìåðîé Ëåáåãà)
è îáîçíà÷àåòñÿ mF (ñîîòâåòñòâåííî, m).

Îïðåäåëåíèå 3. m∗-èçìåðèìûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ èçìåðèìû-
ìè ïî Ëåáåãó.

Óïðàæíåíèÿ 2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1)* Ëþáîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîémF -èçìåðèìî.
2) Ìåðà Ëåáåãà ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàâíà íóëþ.
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3)mF ((a, b)) = F (b)−F (a+0), mF ([a, b]) = F (b+0)−F (a),mF ((a, b]) =
F (b+ 0)− F (a+ 0).

4) Ìåðà mF íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíà
ôóíêöèÿ F (ìåðà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ìåðà êàæäîãî îäíîòî-
÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ).

Ëþáîïûòíî, ÷òî îáðàùåíèå âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî óïðàæ-
íåíèÿ íåâåðíî. Ìíîæåñòâî, äîñòàâëÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (�êàí-
òîðîâñêîå ìíîæåñòâî�), êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ïîñòðîèì, ïðåäñòàâëÿåò îá-
ùåìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà òðè ðàâíûå ÷à-
ñòè òî÷êàìè 1/3 è 2/3 è îáîçíà÷èì ÷åðåç C1 ìíîæåñòâî [0, 1/3]t [2/3, 1],
ïîëó÷àþùååñÿ èç [0, 1] óäàëåíèåì ñðåäíåãî èíòåðâàëà (1/3, 2/3) äëèíû
1/3. Ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñ m(C1) = 2/3. Àíàëîãè÷íî ïîñòó-
ïàÿ ñ îòðåçêàìè [0, 1/3] è [2/3, 1], ïîëó÷àåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C2 ñ
m(C2) = (2/3)2 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü óáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Cn ñ m(Cn) = (2/3)n. Ïî îïðåäåëåíèþ
êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî C = ∩∞n=1Cn. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç [0, 1] óäàëå-
íèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ (1/3, 2/3), (1/9, 2/9) è (7/9, 8/9) è
ò. ä. (èõ íàçûâàþò ñìåæíûìè äëÿ C). ßñíî, ÷òî

m(C) = lim
n
m(Cn) = lim

n
(2/3)n = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî C èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Êàæäîå ÷èñëî x ∈
[0, 1] ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ò. å. èìååò
ðàçëîæåíèå âèäà

x =
∞∑
j=1

aj3
−j, (4.1)

ãäå aj ∈ {0, 1, 2}. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå (êàê è äâîè÷íîå, äåñÿòè÷íîå è ò.
ä.) íå âñåãäà îäíîçíà÷íî. À èìåííî, ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî an−1 < 2, an =
an+1 = . . . = 2 (ò. å. ñ 2 â ïåðèîäå), ðàâíî ÷èñëó, ó êîòîðîãî an = an+1 =
. . . = 0 (ò. å. ñ 0 â ïåðèîäå), à an−1 óâåëè÷åíî íà åäèíèöó (êîíöû ñìåæíûõ
èíòåðâàëîâ ÿâëÿþòñÿ òàêèìè ÷èñëàìè). Óñëîâèìñÿ â òàêèõ ñëó÷àÿõ âñå-
ãäà ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèÿ ñ �õâîñòîì äâîåê� (ò. å. ñ 2 â ïåðèîäå).
Òîãäà a1 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ (1/3, 2/3); a1 6= 1, a2 = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ (1/9, 2/9) ∪ (7/9, 8/9), è ò. ä. (ïðîâåðü-
òå!). Ïîýòîìó êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òåõ x ∈ [0, 1], êîòîðûå
èìåþò òðîè÷íîå ðàçëîæåíèå (4.1) ñ aj ∈ {0, 2} ïðè âñåõ j. Ïîëîæèì
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xj = aj/2 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : C → [0, 1] : x 7→
∞∑
j=1

xj2
−j.

Îíî ñþðúåêòèâíî (êàæäîå ÷èñëî èç [0, 1] äîïóñêàåò ïîäîáíîå äâîè÷íîå
ðàçëîæåíèå). Çíà÷èò, ïî ëåììå î ñðàâíåíèè ìîùíîñòåé (ñì. ãëàâó 1)
|C| ≥ c. Ïîñêîëüêó îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, íàøå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ áîëåå ïîäðîáíî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x è
y èìåþò òðîè÷íûå ðàçëîæåíèÿ x =

∑∞
j=1 aj3

−j è y =
∑∞

j=1 bj3
−j, òî

x < y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aj = bj äëÿ j < n è an < bn ïðè
íåêîòîðîì n. Ïîýòîìó, åñëè òî÷êè x, y ∈ C íå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ñìåæ-
íûõ èíòåðâàëîâ, òî èç x < y ñëåäóåò ϕ(x) < ϕ(y). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ϕ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå C, èç êîòîðîãî óäàëåíû êîíöû
ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ, ò. å. òî÷êè âèäà p3−k. Åñëè æå x, y ∈ C ÿâëÿþòñÿ
êîíöàìè íåêîòîðîãî ñìåæíîãî èíòåðâàëà, òî ϕ(x) = ϕ(y), òàê êàê ÿâ-
ëÿþòñÿ äâóìÿ äâîè÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âèäà
q2−j. Ïðîäîëæèì ϕ äî îòîáðàæåíèÿ âñåãî îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ, ïîëàãàÿ
ϕ íà êàæäîì ñìåæíîì èíòåðâàëå ïîñòîÿííûì è ðàâíûì çíà÷åíèþ íà
åãî êîíöàõ. Âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ ϕ (ôóíêöèÿ Êàíòîðà)
áóäåò íåóáûâàþùåé. À òàê êàê ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé åñòü âåñü îòðåçîê
[0, 1], � òî è íåïðåðûâíîé (îíà íå èìååò ñêà÷êîâ, à äðóãèõ òî÷åê ðàçðû-
âà ó ìîíîòîííîé ôóíêöèè áûòü íå ìîæåò). Ãðàôèê ôóíêöèè ϕ èíîãäà
íàçûâàþò êàíòîðîâñêîé ëåñòíèöåé.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîñòðîéòå êàíòîðîâñêóþ ëåñòíèöó íà íåñêîëüêèõ
ñìåæíûõ èíòåðâàëàõ.

Çàìå÷àíèÿ. 1) Êàæäàÿ èç ìåð mF îïðåäåëåíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íà
ñâîåé σ-àëãåáðå A∗F (R), çàâèñÿùåé îò F (ïðè F (x) = x áóäåì ïèñàòü
A∗(R) âìåñòî A∗F (R)). Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó ñèñòåìà A∗F (R) ñîäåð-
æèò âñå ñòðåëêè, îíà, áóäó÷è σ-àëãåáðîé, ñîäåðæèò è âñå áîðåëåâñêèå
ìíîæåñòâà (ïðîâåðüòå), êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàþòñÿ �óíèâåð-
ñàëüíî èçìåðèìûìè�. Ïîýòîìó ÷àñòî ìåðîé Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà íàçûâàþò
ñóæåíèå mF íà BR.

2) Ìåðû, îïðåäåëåííûå íà BR, íàçûâàþò áîðåëåâñêèìè (íà ïðÿìîé;
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ïðîìåæóòêå). Ëþáàÿ áî-
ðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà R èìååò âèä mF , ãäå F (x) = µ([0, x)), åñëè x ≥ 0,
F (x) = −µ([x, 0)), åñëè x < 0; äëÿ êîíå÷íîé ìåðû µ ìîæíî âçÿòü
F (x) = µ((−∞, x)) (óïðàæíåíèå).
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3) Åñëè íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà
ëèøü íà ïðîìåæóòêå I = [a, b), òî, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ìåðó Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà íà I.

Ïðèìåð 1. Äæ. Âèòàëè ïîêàçàë (èñïîëüçóÿ àêñèîìó âûáîðà), ÷òî
ñóùåñòâóþò íå m∗-èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ m∗ íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé íà P(R).

Êîíñòðóêöèÿ Âèòàëè âêðàòöå òàêîâà. Äâà ÷èñëà èç îòðåçêà I = [0, 1]
íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü ðàöèîíàëüíà. Îáðàçóåì ìíî-
æåñòâî V , âûáðàâ èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îäíîìó ýëå-
ìåíòó. Åñëè {qn} = Q ∩ [−1, 1], òî ëåãêî ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå), ÷òî

[0, 1] ⊂
⊔
n

(qn + V ) ⊂ [−1, 2].

Åñëè áû ìíîæåñòâî V áûëî m∗-èçìåðèìî, òî èç ëåâîãî âêëþ÷åíèÿ ñëå-
äîâàëî áû, ÷òî îíî èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 1 =
m([0, 1]) ≤

∑
nm(qn+V ) = 0). Íî òîãäà 3 = m([−1, 2]) ≥

∑
nm(qn+V ) =

∞, � ïðîòèâîðå÷èå. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïåðâûì óòâåðæäåíèåì
ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 4*. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó
ìíîæåñòâà A ⊂ R è ÷èñåë x, λ ∈ R ìíîæåñòâà x+A := {x+ a : a ∈ A} è
λA := {λa : a ∈ A} òîæå èçìåðèìû ïî Ëåáåãó è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
m(x+A) = m(A),m(λA) = |λ|m(A). Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ âûðàæàåò
ñâîéñòâî òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ìåðû Ëåáåãà.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà A òåõ òî÷åê èíòåðâàëà
(0; 1), â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ öèôðà òûñÿ÷íûõ íå ðàâíà íóëþ.
Êàæäîå ÷èñëî x ∈ A′ èìååò âèä x = 0, x1x20x3 . . . = 0, x1x2 + 0, 000x3 . . ..
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî B = {0, x1x2 : x1,2 = 0, . . . , 9}, îáðàçîâàííîå ïåð-
âûìè ñëàãàåìûìè, ñîñòîèò èç 100 ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî, îáðàçîâàí-
íîå âòîðûìè ñëàãàåìûìè, åñòü {0, 000x3 . . . ∈ (0; 1) : xi = 0, . . . , 9} =
(0; 0, 001). Òàêèì îáðàçîì, A′ = ty∈B(y + (0; 0, 001)). Ïîëüçóÿñü àääè-
òèâíîñòüþ è òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ìåðû Ëåáåãà, ïîëó÷àåì
òåïåðü, ÷òî m(A′) = 100 · 0, 001 = 0, 1, m(A) = 1−m(A′) = 0, 9.

Óïðàæíåíèå 5*. Ïîñòðîéòå ìåðó Ëåáåãà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì ìåðû Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 6.* Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ìåðà Ëåáåãà-
Ñòèëòüåñà íà R. Äîêàæèòå, ÷òî µ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç [0, µ(R)].
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Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ ìåð íà ïðÿ-
ìîé.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü {xk}nk=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê ïðîìåæóòêà [a, b), à ÷èñëà pk > 0 (k = 1, . . . , n). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ H(x) :=

∑
k,xk<x

pk íå óáûâàåò è íåïðåðûâíà ñëåâà (ôóíêöèè
òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ñêà÷êîâ). Ïðè ýòîì ìåðà, îïðåäå-
ëÿåìàÿ íà ïîëóàëãåáðå ñòðåëîê, ñîäåðæàùèõñÿ â [a, b), ðàâåíñòâîì

µH([α, β)) = H(β)−H(α) =
∑

k,xk∈[α,β)

pk,

åñòü äèñêðåòíàÿ ìåðà íà [a, b).

Êëàññ ìåð Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà, â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíûé
ïðåäûäóùåìó, äîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ p íåïðåðûâíà íà [a, b). Êàê ïîêàçûâàåò
ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿåìàÿ íà ïî-
ëóàëãåáðå ñòðåëîê, ñîäåðæàùèõñÿ â [a, b), ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ðèìàíà

µ([α, β)) =

β∫
α

p(x)dx,

åñòü mF , ãäå F (x) =
∫ x
α
p(t)dt (ïðîâåðüòå).

Çàìå÷àíèå. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåðû, àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îò-
íîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Îáùèé ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåé
ãëàâå.
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Ãëàâà 3. Èíòåãðàë Ëåáåãà

Â äàííîé ãëàâå áóäåò îïðåäåëåí èíòåãðàë Ëåáåãà è óñòàíîâëåíû åãî
îñíîâíûå ñâîéñòâà.

�1. Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà, âûÿñíèì,
êàêèå ôóíêöèè ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü.

Âñþäó íèæå (X,B, µ) åñòü ïðîñòðàíñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé (ìîäåëü-
íûé ïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî (R,A∗(R),m)). Ìíîæåñòâà èç B áóäåì íàçû-
âàòü µ-èçìåðèìûìè (èçìåðèìûìè, åñëè ÿñíî, î êàêîé ìåðå èäåò ðå÷ü).
Äëÿ ôóíêöèè f : X → R, c ∈ R ÷åðåç X(f < c) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî {x ∈ X : f(x) < c}. Äðóãèìè ñëîâàìè, X(f < c) = f−1((−∞, c)).
Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò âûðàæåíèÿ X(f > c), X(f ≤ c) è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ µ-èçìåðèìîé (èç-
ìåðèìîé, åñëè ÿñíî, î êàêîé ìåðå èäåò ðå÷ü), åñëè X(f < c) ∈ B äëÿ
ëþáîãî c ∈ R.

*Åñëè (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ íà íåì íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé*.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé, åñëè
X(f < c) ∈ BR äëÿ ëþáîãî c ∈ R.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî
1) ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà;
2) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé;
3)* ôóíêöèÿ f : R → R áóäåò áîðåëåâñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðîîáðàç (ïðè îòîáðàæåíèè f) ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 1 (î ðàâíîñèëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ èçìåðèìîñòè). Äëÿ ôóíê-
öèè f : X → R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) X(f < c) ∈ B äëÿ ëþáîãî c ∈ R;
2) X(f ≤ c) ∈ B äëÿ ëþáîãî c ∈ R;
3) X(f > c) ∈ B äëÿ ëþáîãî c ∈ R;
4) X(f ≥ c) ∈ B äëÿ ëþáîãî c ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå 1⇒ 2⇒ 3⇒ 4⇒ 1.
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Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî 1 ⇒ 2. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî (f(x) ≤
c)⇐⇒ (∀n ∈ N f(x) < c+ 1/n). Ñëåäîâàòåëüíî,

X(f ≤ c) =
∞⋂
n=1

X(f < c+ 1/n) ∈ B.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f èçìåðèìà, òî èçìåðèìû òàêæå è
âñå ìíîæåñòâà âèäà X(a < f < b), X(a ≤ f ≤ b), X(a ≤ f < b), X(a <
f ≤ b), X(f = b).

Óïðàæíåíèå 2.* Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → R µ-èçìåðèìà. Äîêàæèòå,
÷òî ïðîîáðàç f−1(B) áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R åñòü µ-èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî.

Êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êàê ïðàâèëî, î÷åíü øèðîê, â ÷åì íàñ
óáåæäàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2 (î ñîõðàíåíèè èçìåðèìîñòè ïðè êîìïîçèöèè ñ íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèåé). Åñëè Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R2, ôóíêöèÿ F : Ω→
R íåïðåðûâíà, à ôóíêöèè f, g èçìåðèìû íà X, ïðè÷åì (f(x), g(x)) ∈ Ω
ïðè êàæäîì x ∈ X, òî íà X èçìåðèìà òàêæå è ôóíêöèÿ F (f, g).

Ñëåäñòâèÿ 2. 1) (Ñîõðàíåíèå èçìåðèìîñòè ïðè àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèÿõ íàä ôóíêöèÿìè.) Ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ íà X ôóíêöèé îá-
ðàçóåò àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ ôóíêöèé, à òàêæå óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ÷èñëî.

2) Åñëè ôóíêöèè f, g èçìåðèìû, òî èçìåðèìû òàêæå è ôóíêöèè
max{f, g}, min{f, g}. Â ÷àñòíîñòè,

3) èçìåðèìû ôóíêöèè f+ := max{f, 0} è f− := −min{f, 0} (ïîëîæè-
òåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè f), à òàêæå ôóíêöèÿ |f | = f+ + f−.

Óïðàæíåíèÿ 3. 1) Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòíîå äâóõ èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé òàêæå åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî çíàìåíàòåëü íèãäå
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

2)* Ïóñòü ôóíêöèÿ f èçìåðèìà. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ D ◦ f ,
ãäå D � ôóíêöèÿ Äèðèõëå, òîæå èçìåðèìà.

3)* Ïóñòü ôóíêöèè f : R → R è ϕ : R → R áîðåëåâñêèå. Äîêàæèòå,
÷òî êîìïîçèöèÿ f ◦ ϕ òîæå åñòü áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ (à ïîòîìó m-
èçìåðèìà).

Òåîðåìà 3 (î ñîõðàíåíèè èçìåðèìîñòè ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå).
Åñëè (fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, èçìåðèìûõ íà X, òî èçìå-
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ðèìû òàêæå ôóíêöèè

g1 = sup
n
fn, g2 = inf

n
fn, g3 = lim sup

n
fn, g4 = lim inf

n
fn.

Â ÷àñòíîñòè, èçìåðèìà ôóíêöèÿ g = limn fn, åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèè èçìåðèìà ïî Ëåáåãó íà
ýòîì èíòåðâàëå.

Âûäåëèì ñëåäóþùèé âàæíûé êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ ϕ : X → R íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà
èçìåðèìà è ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé êîíå÷íî.

Âàæíûì ïðèìåðîì ïðîñòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîð ìíîæå-
ñòâà A ⊂ X (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ A), îïðåäåëÿåìûé ðàâåí-
ñòâîì

χA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A

(èíäèêàòîð ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ).

Óïðàæíåíèÿ 5. Äîêàæèòå
1) ïðîñòîòó èíäèêàòîðà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà;
2) ðàâåíñòâî χAχB = χA∩B;
3) ðàâåíñòâî |χA − χB| = χA4B;
4) èìïëèêàöèþ A ∩B = ∅ ⇒ χA + χB = χAtB;
5) èìïëèêàöèþ A ⊃ B ⇒ χA\B = χA − χB;
6) èìïëèêàöèþ An ↑ A⇒ χA = limn χAn .

Ëåììà 1 (î êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòîé ôóíêöèè). Ëþáàÿ
ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ϕ(x) =
n∑
i=1

aiχAi
(x), (1.1)

ãäå ÷èñëà ai ïîïàðíî ðàçëè÷íû, Ai ∈ B, X = tni=1Ai.

Óïðàæíåíèÿ 6. Äîêàæèòå, ÷òî
1) ïðîñòûå ôóíêöèè îáðàçóþò àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïå-

ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé, à òàêæå óìíîæåíèÿ ôóíêöèè
íà ÷èñëî;

2) ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èíäèêàòîðîâ
∑n

i=1 biχBi
, ãäå ÷èñëà bi ïîïàð-

íî ðàçëè÷íû, à ìíîæåñòâà Bi ⊂ X ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bi ∈ B;
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2) ôóíêöèÿ max{ϕ1, . . . , ϕn} ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé âìåñòå ñ ϕ1, . . . , ϕn.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áóäåò äëÿ íàñ ñëóæèòü îñíîâîé âñåé òåîðèè èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî Ëåáåãó.

Òåîðåìà 4 (îá àïïðîêñèìàöèè èçìåðèìûõ ôóíêöèé ïðîñòûìè). Äëÿ
ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f íà X ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé ϕfn, ÷òî
ϕfn(x) ↑ f(x) ïîòî÷å÷íî íà X.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ âûøå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ϕfn ïðîñòûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî, åñëè f îãðàíè÷åíà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà
X µ-ïî÷òè âñþäó (ñîêðàùåííî µ-ï.â.), åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü
íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.

Â ÷àñòíîñòè,
- ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè f, g íà X ðàâíû µ-ï.â. (è ïèøóò f = g µ-ï.â.),

åñëè µ(X(f 6= g)) = 0;
- ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ôóíêöèé íà X ñõîäèòñÿ ê f

µ-ï.â. (è ïèøóò fn → fµ-ï.â.), åñëè µ(X(fn 6→ f)) = 0.

Óïðàæíåíèÿ 8. Ïóñòü µ � ïîëíàÿ ìåðà. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

1)* åñëè f = g µ-ï.â., à ôóíêöèÿ f èçìåðèìà, òî ôóíêöèÿ g òîæå
èçìåðèìà;

2)* åñëè fn → fµ-ï.â., à ôóíêöèè fn èçìåðèìû, òî ôóíêöèÿ f òîæå
èçìåðèìà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå ñëåäóþùèé òèï ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn èçìåðèìûõ
ôóíêöèé íà X ñõîäèòñÿ ê f ïî ìåðå (è ïèøóò fn → f ïî ìåðå µ, à

òàêæå fn
µ→ f), åñëè ∀ε > 0µ(X(|fn − f | ≥ ε))→ 0 (n→∞).

*Â ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ãîâîðÿò î
ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.*

Ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóþò èíòåðåñíûå ñâÿ-
çè, èç êîòîðûõ ìû îòìåòèì ñëåäóþùèå.

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà Åãîðîâà). Ïóñòü µ(X) < ∞. Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èçìåðèìûõ íà X ôóíêöèé fn → fµ-ï.â., òî äëÿ ëþáîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå Eε ⊂ X, µ(Eε) < ε, ÷òî
fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà E ′ε.
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Óïðàæíåíèå 9*. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå Åãîðî-
âà.

Èç òåîðåìû Åãîðîâà ëåãêî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü µ(X) < ∞. Åñëè fn → fµ-ï.â., òî fn →
f ïî ìåðå µ.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ñëåäñòâèþ 3, íåâåðíî. Íî ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn → f ïî ìåðå µ, òî ó íåå
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ µ-ï.â. ê ôóíêöèè f .

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ f : X → R ñî çíà÷åíèÿìè â ðàñøèðåííîé ïðÿ-
ìîé R (ò. å. ïðèíèìàþùàÿ, âîçìîæíî, è áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ) íàçûâà-
åòñÿ èçìåðèìîé, åñëè, â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ X(f < c) ∈ B äëÿ ëþáîãî
c ∈ R, âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ X(f = +∞) ∈ B, X(f = −∞) ∈ B.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàííûõ âûøå òåîðåì ïåðåíîñèòñÿ è íà òàêèå
ôóíêöèè (ïðîâåðüòå).

Âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå ôóíêöèè áóäóò ñ÷è-
òàòüñÿ èçìåðèìûìè.

�2. Èíòåãðàë Ëåáåãà

Ìû îïðåäåëèì èíòåãðàë Ëåáåãà â òðè ýòàïà.

2.1. Èíòåãðèðîâàíèå íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèè, ó êîòîðûõ èíòåãðà-
ëû âûðàæàþòñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ íà
X ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

ϕ =
n∑
i=1

aiχAi
.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ôóíêöèè ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫
X

ϕ(x)dµ(x) =
n∑
i=1

aiµ(Ai) (2.1)

(êàê îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 0 · (+∞) := 0, c · (+∞) := +∞, åñëè
c > 0, (+∞) + (+∞) := +∞, òàê ÷òî èíòåãðàë ìîæåò ðàâíÿòüñÿ +∞).
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Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ
∫
X
ϕdµ,

∫
X
ϕ(x)µ(dx).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî (2.1) ñîõðàíÿåòñÿ è òî-
ãäà, êîãäà ÷èñëà ai â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè ϕ íå ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè.

Ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ íà
X ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

ϕ =
n∑
i=1

aiχAi
.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ôóíêöèè ϕ ïî ìíîæåñòâó E ∈ B îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì ∫

E

ϕdµ =

∫
X

ϕχEdµ.

Â òåîðèè Ëåáåãà èíòåãðàëû îò ïðîñòûõ ôóíêöèé èãðàþò ðîëü èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì.

Òåîðåìà 1 (ñâîéñòâà èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíê-
öèé). Åñëè ôóíêöèè ϕ, ψ íåîòðèöàòåëüíûå ïðîñòûå, c ≥ 0, òî

1)
∫
X

cϕ(x)dµ(x) = c
∫
X

ϕ(x)dµ(x),∫
X

(ϕ+ ψ)dµ =
∫
X

ϕdµ+
∫
X

ψdµ (ïîëîæèòåëüíàÿ ëèíåéíîñòü);

2) ϕ ≤ ψ ⇒
∫
X

ϕdµ ≤
∫
X

ψdµ (ìîíîòîííîñòü);

3) ν(E) :=
∫
E

ϕdµ åñòü ìåðà íà B (σ-àääèòèâíîñòü).

Ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà îò ôóíêöèé îáùåãî âèäà äàëåå îòäåëüíî
áóäóò ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íåîòðèöàòåëüíûõ è çíàêîïåðåìåííûõ ôóíê-
öèé (è ýòî íå óäèâèòåëüíî, òàê êàê óæå íà ïðèìåðå èíòåãðàëà Ðèìàíà
âèäíî, ÷òî èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ýòèõ êëàññîâ èìåþò ðàçíûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë).

2.2. Èíòåãðèðîâàíèå íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ íà X (ïðèíèìàþùàÿ, âîçìîæíî, çíà÷åíèå +∞), à ϕfn � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
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îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f ïðîñòûìè. Èíòåãðàëüíûå ñóììû Ëåáåãà
ôóíêöèè f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sn(f) =

∫
X

ϕfndµ.

Îïðåäåëåíèå 4. Èíòåãðàë Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé
ôóíêöèè f íà X (ïðèíèìàþùåé, âîçìîæíî, çíà÷åíèå +∞) îïðåäåëèì
êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì:∫

X

fdµ = lim
n→∞

Sn(f)

(èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ
∫
X
f(x)dµ(x),

∫
X
f(x)µ(dx)). ßñíî,

÷òî ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) âñåãäà ñóùåñòâóåò â ñèëó ìîíî-
òîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõ èíòåãðàëüíûå
ñóììû.

Êðîìå òîãî, ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ îïðåäåëåíèåì èíòåãðà-
ëà îò íåîòðèöàòåëüíîé ïðîñòîé ôóíêöèè. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f åñòü
íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì f =∑N

i=1 aiχAi
. Ïî îïðåäåëåíèþ ϕfn|Ai

= k(n, i)/n, ãäå k(n, i)/n ≤ ai <
(k(n, i) + 1)/n. Ïîýòîìó

lim
n→∞

∫
X

ϕfndµ = lim
n→∞

N∑
i=1

k(n, i)

n
µ(Ai) =

N∑
i=1

aiµ(Ai).

Ïîëîæèì òàêæå ∫
E

fdµ :=

∫
X

fχEdµ (E ∈ B).

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè
∫
E
fdµ <∞, òî (íåîòðèöàòåëüíóþ) ôóíêöèþ

f íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó (ñóììèðóåìîé) íà ìíîæåñòâå E.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ââåäåííîãî èíòåãðàëà.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèè f, g íåîòðèöàòåëüíû, à E1, E2 ∈ B, òî
1) f ≤ g ⇒

∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ (ìîíîòîííîñòü);

2) E1 ⊂ E2 ⇒
∫
E1

fdµ ≤
∫
E2

fdµ.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
î÷åíü ïîëåçíà. Â ÷àñòíîñòè, èç íåå áóäåò ñëåäîâàòü ïîëîæèòåëüíàÿ ëè-
íåéíîñòü èíòåãðàëà îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Á. Ëåâè, èëè òåîðåìà î ìîíîòîííîé ñõîäèìî-
ñòè). Åñëè ôóíêöèè fn íåîòðèöàòåëüíû, è fn(x) ↑ f(x), òî

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî â òåîðåìå Á. Ëåâè óñëîâèå ìîíîòîí-
íîñòè íåëüçÿ îòáðîñèòü.

Èç òåîðåìû Á. Ëåâè âûòåêàåò áîëåå óäîáíîå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà
îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà, è ϕn � òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé, ÷òî ϕn(x) ↑
f(x). Òîãäà ∫

X

f(x)dµ(x) = lim
n→∞

∫
X

ϕn(x)dµ(x).

Ñëåäñòâèå 2 (î ïîëîæèòåëüíîé ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà îò íåîòðè-
öàòåëüíîé ôóíêöèè). Äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ íà X
ôóíêöèé u1, u2 è íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë c1 è c2∫

X

(c1u1(x) + c2u2(x))dµ(x) = c1

∫
X

u1(x)dµ(x) + c2

∫
X

u2(x)dµ(x).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Á. Ëåâè íà ÿçûêå ðÿäîâ.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Á. Ëåâè îá èíòåãðèðîâàíèè ñóììû ðÿäà). Åñëè
ôóíêöèè un íåîòðèöàòåëüíû è èçìåðèìû íà X, òî∫

X

(
∞∑
n=1

un(x)

)
dµ(x) =

∞∑
n=1

∫
X

un(x)dµ(x).

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíó òåîðåìó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.
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Òåîðåìà 4 (ëåììà Ôàòó). Åñëè ôóíêöèè fn íåîòðèöàòåëüíû è èç-
ìåðèìû íà X, òî

lim inf
n→∞

∫
X

fndµ ≥
∫
X

(lim inf
n→∞

fn)dµ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòå-
ãðèðóåìîñòè ïðåäåëà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ôóíêöèè fn íåîòðèöàòåëüíû è èíòåãðèðóåìû
íà X, ïðè÷åì fn → f ï. â. è

c = sup
n

∫
X

fndµ <∞,

òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è
∫
X
fdµ ≤ c.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â óòâåðæäåíèè ëåììû
Ôàòó ìîæåò èìåòü ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèÿ. 1) Â òåîðåìàõ Á. Ëåâè è ëåììå Ôàòó óñëîâèå íåîò-
ðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ïî÷òè
âñþäó. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, ðàâíûõ
ïî÷òè âñþäó, ñîâïàäàþò (ñì. íèæå ñëåäñòâèå 2 íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà).

2) ×àñòî èíòåãðàë Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f îïðåäåëÿ-
þò êàê ñóïðåìóì èíòåãðàëîâ îò íå ïðåâîñõîäÿùèõ f íåîòðèöàòåëüíûõ
ïðîñòûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [10]), à ïðèíÿòîå â äàííûõ ëåêöèÿõ
îïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ òîãäà ñëåäñòâèåì òåîðåìû Á. Ëåâè. Äàâàÿ íàøå
îïðåäåëåíèå, ìû õîòåëè ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï �èí-
òåãðàë � ýòî ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì� ñïðàâåäëèâ è äëÿ èíòåãðàëà
Ëåáåãà.

2.3. Èíòåãðèðîâàíèå çíàêîïåðåìåííûõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ôóíêöèè f
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè f+(x) := max{f(x), 0}, f−(x) := −min{f(x), 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî f = f+ − f−.

Îïðåäåëåíèå 6. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà X (ïðèíèìàþùàÿ, âîç-
ìîæíî, çíà÷åíèå +∞) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó (ñóììèðó-
åìîé) íà X, åñëè åå ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè èíòåãðèðó-
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åìû, ò. å.
∫
X
f±dµ <∞. Â ýòîì ñëó÷àå åå èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì ∫
X

fdµ :=

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ.

Ïîñêîëüêó êàæäîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî E ïðîñòðàíñòâà X ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé, ìîæíî ãîâîðèòü è î ôóíêöèÿõ, èíòå-
ãðèðóåìûõ íà ìíîæåñòâå E.

*Åñëè (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à f � ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà íà Ω, òî èíòåãðàë Ef :=

∫
Ω
fdP íàçûâàåòñÿ åå ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì.*
Ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà E ôóíêöèé îáîçíà÷à-

åòñÿ L1(E, µ) (âìåñòî L1(X,µ) ïèøóò åùå L1(µ)).

Â ñëó÷àå, êîãäà E åñòü ïðîìåæóòîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ êîíöàìè a è
b, èíòåãðàë îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà m ïî ìíîæåñòâó E îáîçíà÷àåò-
ñÿ
∫ b
a
f(x)dx, (èëè (L)

∫ b
a
f(x)dx, åñëè õîòÿò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò

èìåííî îá èíòåãðàëå Ëåáåãà), à ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ îòíî-
ñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà E ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ L1(E) (íàïðèìåð,
L1[a, b], L1(R)).

Óïðàæíåíèå 4*. Ïóñòü ìåðà µ ïîëíà, N ∈ B, µ(N) = 0. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ h : N → R èíòåãðèðóåìà íà N è

∫
N
hdµ = 0.

Óïðàæíåíèå 5*. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(R)
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (íàçûâàåìîåòðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ
èíòåãðàëà) ∫

R

f(x− y)dm(x) =

∫
R

f(x)dm(x) (y ∈ R).

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà î ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà). Ìíîæåñòâî L1(X,µ)
îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ èõ íà
ñêàëÿð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, è èíòåãðàë íà íåì îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè, à èìåííî,∫

X

(c1f1(x) + c2f2(x))dµ(x) = c1

∫
X

f1(x)dµ(x) + c2

∫
X

f2(x)dµ(x)

äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ L1(X,µ) è ëþáûõ ÷èñåë c1, c2.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà.
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Ñâîéñòâî 1 (ñâîéñòâî àáñîëþòíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà). Ôóíêöèÿ f
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L1(X,µ) îäíîâðåìåííî ñî ñâîèì ìîäóëåì.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà íå îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àáñîëþòíîñòè.

Èìåþò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Ñâîéñòâî 2 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà). Ïóñòü ôóíêöèè f
è g èíòåãðèðóåìû è f ≤ g. Òîãäà

∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè f ∈ L1(X,µ), òî |
∫
X
fdµ| ≤

∫
X
|f |dµ.

Ñâîéñòâî 4 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ g íåîòðèöàòåëü-
íà è èíòåãðèðóåìà íà X, à èçìåðèìàÿ íà X ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó |f | ≤ g. Òîãäà ôóíêöèÿ f òîæå èíòåãðèðóåìà íà X.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ
äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà íåâåðåí.

Ñâîéñòâî 5 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè µ(X) <
∞, à ôóíêöèÿ f èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà, |f(x)| ≤ M , òî f èíòåãðèðó-
åìà íà X, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà |

∫
X
fdµ| ≤Mµ(X).

Ñâîéñòâî 6 (íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà).Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ)
è ÷èñëà c > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ(X(|f | ≥ c)) ≤ 1

c

∫
X

|f |dµ.

Ñëåäñòâèå 4.
∫
X

|f |dµ = 0⇔ f = 0 ï. â.

Ñëåäñòâèå 5 (òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèÿõ). Åñëè f = g
µ-ï. â., òî

∫
X
fdµ =

∫
X
gdµ.

Çàìå÷àíèå.Èíîãäà ôóíêöèè f è g, êîòîðûå ðàâíû µ-ï. â., íàçûâàþò
(µ-)ýêâèâàëåíòíûìè, à ìíîæåñòâà íóëåâîé (µ-)ìåðû � (µ)-ïðåíåáðåæèìûìè,
ïîñêîëüêó â âîïðîñàõ (µ-)èçìåðèìîñòè è èíòåãðèðîâàíèÿ (ïî ìåðå µ)
ýòèìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó îá ýê-
âèâàëåíòíûõ ôóíêöèÿõ, óñòàíîâëåííóþ âûøå).

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì
∫

RD(cosx)dm(x), ãäå D � ôóíêöèÿ Äèðèõëå.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Äèðèõëå, D(cosx) = 1, åñëè cosx ∈ Q, è = 0,
åñëè cosx /∈ Q. Íî ìíîæåñòâî {x : cosx ∈ Q} ñ÷åòíî êàê îáúåäèíåíèå
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ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, D(cosx) = 0 ï. â., à
ïîòîìó

∫
RD(cosx)dm(x) = 0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà ëèøü µ-ï. â., òî ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü åå ïðîäîëæåííîé íà âñå ìíîæåñòâî X. Ïî ñëåäñòâèþ 2 èíòåãðàë
îò ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðîäîëæåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ 8. 1) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : X → R èíòå-
ãðèðóåìà ïî ìåðå Äèðàêà δa (a ∈ X) (ñì. ïðèìåð 1 â ãëàâå 2) è âû÷èñëèòå∫
X
fdδa.
2)* Ïóñòü µ � äèñêðåòíàÿ ìåðà (ñì. ïðèìåð 2 â ãëàâå 2). Äîêàæèòå,

÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(X,µ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
X

fdµ =
∑
n

f(xn)pn.

Óïðàæíåíèÿ 9. Äîêàæèòå, ÷òî
1)* åñëè ôóíêöèÿ f > 0 íà ìíîæåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî∫

E
fdµ > 0;
2)* åñëè

∫
E
fdµ ≥ 0 äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E, òî f ≥ 0

µ-ï. â.

Óïðàæíåíèå 10*. Ïóñòü ìåðà µ êîíå÷íà, à ìíîæåñòâî X åñòü îáú-
åäèíåíèå òðåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A,B,C, ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà èç
X ïðèíàäëåæèò ðîâíî äâóì èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî

µ(A) + µ(B) + µ(C) = 2µ(X).

Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë Ëåáåãà êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f = u+
iv : X → C îïðåäåëÿåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè. Ïðè ýòîì âñå ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëà, ïðèâåäåííûå âûøå è âûðàæåííûå ðàâåíñòâàìè, à òàêæå íåðàâåí-
ñòâàìè, ñîäåðæàùèìè ëèøü ìîäóëè, ñîõðàíÿþòñÿ (ïðîâåðüòå).

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà ëèøü íà èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå E ïðîñòðàíñòâà X ñ ìå-
ðîé µ, òî áóäåì ñ÷èòàòü åå ðàâíîé íóëþ íà X \ E. Ïðè ýòîì

∫
X
fdµ =∫

E
fdµ (åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò), è áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìó-

ëèðîâàííûõ íèæå äëÿ
∫
X
fdµ, ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé èíòåãðàëîâ

ïî ïîäìíîæåñòâàì (ðàçóìååòñÿ, ýòî íå îòíîñèòñÿ ê òåîðåìàì, ãäå ðå÷ü
èäåò î òîé èëè èíîé çàâèñèìîñòè èíòåãðàëîâ îò ìíîæåñòâ, ïî êîòîðûì
âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå).
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�3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà

Òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà óòâåðæäàþò,
åñëè ìû ïîëîæèì I(f) =

∫
X

fdµ, ÷òî ñîîòíîøåíèå fn → f ïðè îïðåäåëåí-

íûõ óñëîâèÿõ âëå÷åò ñîîòíîøåíèå I(fn)→ I(f). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ
èç íèõ âûðàæàåò íåêîòîðîå ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ I, ÷åì
è îáúÿñíÿåòñÿ èõ âàæíîñòü â òåîðèè èíòåãðàëà.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî òåîðåìå Á. Ëåâè ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ
ôîðìó.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Á. Ëåâè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé). Åñëè
fn ∈ L1(X,µ), ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f íå
óáûâàÿ è

sup
n

∫
X

fndµ <∞,

òî f ∈ L1(X,µ) è

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

Óïðàæíåíèå 1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ïðåäûäóùåé
òåîðåìû äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ â òåîðèè èíòå-
ãðàëà.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü
ôóíêöèè fn íà X µ-èçìåðèìû, ïðè÷åì |fn| ≤ g ïðè âñåõ n äëÿ íåêîòîðîé
g ∈ L1(X,µ). Åñëè fn → f ï. â., òî f ∈ L1(X,µ) è

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû Ëåáåãà è Á. Ëåâè íå âåðíû äëÿ èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà, òàê êàê ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íå èíòåãðèðóåìà ïî
Ðèìàíó, õîòÿ âñå fn èíòåãðèðóåìû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü îòðåçîê [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà è â êà÷å-
ñòâå fn âçÿòü èíäèêàòîð ìíîæåñòâà {q1, . . . , qn}, ãäå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
{qn : n = 1, 2, ...} = Q ∩ [0, 1]. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ çàêîí÷èòü ýòî
ðàññóæäåíèå.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü µ(X) < ∞. Åñëè fn ∈ L1(X,µ) è fn → f
ðàâíîìåðíî íà X, òî f ∈ L1(X,µ) è

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x).

Ñëåäñòâèå 2 ( òåîðåìà î σ-àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà). Åñëè
En ∈ B, E = t∞n=1En, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(E, µ)∫

E

fdµ =
∞∑
n=1

∫
En

fdµ.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëå-
áåãà). Ïóñòü f ∈ L1(X,µ). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ñ µ(E) < δ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

∣∣∫
E
fdµ

∣∣ < ε.

Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Ëåáåãà îá èíòåãðèðîâàíèè ñóììû ðÿäà). Åñëè
un ∈ L1(X,µ) è

∑∞
n=1

∫
X
|un|dµ < ∞, òî ðÿä

∑∞
n=1 un ñõîäèòñÿ ï. â. ê

èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè S è∫
X

Sdµ =
∞∑
n=1

∫
X

undµ.

Óïðàæíåíèÿ 2. 1) Ïðåäñòàâüòå ñóììó àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñ-
ëîâîãî ðÿäà

∑∞
n=1 an â âèäå

∫
R+

f(x)dm(x), ãäå f ∈ L1(R+).

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà R+, è limx→+∞ f(x) = a. Íàéäèòå

à)* lim
n→+∞

∫ 1

0
f(nx)dx,

á)* lim
n→+∞

∫ 1

0
f(nx)sinnxdx.

3)* Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà
Ëåáåãà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà.

4)* Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→+∞

∫∞
0

(1 + x/n)−n sin(x/n)dx.

�4. Ñðàâíåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ èíòåãðàëîì Ðèìàíà

Èíòåãðàëû Ëåáåãà è Ðèìàíà ñîãëàñîâàíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
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Òåîðåìà 1 (î ñðàâíåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ ñîáñòâåííûì èíòåãðà-
ëîì Ðèìàíà). Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òî

f ∈ L1[a, b] è
∫ b
a
f(x)dx =

∫
[a,b]

f(x)dm(x).
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà ïîãëîùàåòñÿ

èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Ïîýòîìó âìåñòî
∫

[a,b]
f(x)dm(x), êàê ïðàâèëî, ïèøóò∫ b

a
f(x)dx.

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó). Ôóíêöèÿ
f : [a, b]→ R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îãðàíè÷åíà, è ìåðà ìíîæåñòâà åå òî÷åê ðàçðûâà ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà î ñðàâíåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà).Ïóñòü I � (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ïðîìåæó-
òîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

∫
I
f(x)dx

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî f ∈ L1(I) è
∫
I
f(x)dx =

∫
I
f(x)dm(x).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ ïðåäûäóùåé, äëÿ óñëîâíî ñõîäÿ-
ùåãîñÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà íåâåðíà. Íàïðèìåð, èíòåãðàë

∫∞
0
f(x)dx,

ãäå f =
∑∞

n=0
(−1)n

n+1
χ[n,n+1), ñóùåñòâóåò êàê óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà, íî
∫

R+
f(x)dx íå ñóùåñòâóåò â ñìûñëå Ëåáå-

ãà (âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâîì àáñîëþòíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë
Ëåáåãà íà ïðÿìîé íå ïîãëîùàåò óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èí-
òåãðàë Ðèìàíà.

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé, íî îíî èíòåãðèðóåìî,
åñëè îäíà èç ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé è îãðàíè÷åííîé. (Äðóãîå
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ äàåò íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà, ñì. íèæå �7).

�5. Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F : [a, b] → R íå óáûâàåò è íåïðå-
ðûâíà ñëåâà, mF � ìåðà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
F . Òîãäà èíòåãðàë

∫
A
fdmF , (A ⊂ [a, b] � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî) íàçû-

âàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà è îáîçíà÷àåòñÿ∫
A

fdF

(â ýòîì êîíòåêñòå ôóíêöèþ F èíîãäà íàçûâàþò èíòåãðèðóþùåé).
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Ýòî ïîíÿòèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé èíòåãðèðóþùèõ ôóíêöèé îãðà-
íè÷åííîé âàðèàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F : [a, b]→ R. Äëÿ ðàçáèåíèÿ P =
{a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b} îòðåçêà [a, b] ïîëîæèì

S(P ) =
n∑
k=1

|F (xk)− F (xk−1)|.

Ôóíêöèþ F áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè (èëè
ôóíêöèåé c îãðàíè÷åííûì ïîëíûì èçìåíåíèåì) íà [a, b], åñëè ÷èñëà
S(P ) îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî

V b
a (F ) = sup

P
S(P )

íàçûâàþò âàðèàöèåé (ïîëíûì èçìåíåíèåì) ôóíêöèè F íà [a, b].
Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì BV [a, b].

Óïðàæíåíèÿ 1. Äîêàæèòå, ÷òî
1) V b

a (f + g) ≤ V b
a (f) + V b

a (g);
2) BV [a, b] åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïå-

ðàöèé íàä ôóíêöèÿìè);
3)* V b

a (f) = V d
a (f) + V b

d (f) (a < d < b) (àääèòèâíîñòü âàðèàöèè).
Ïî òåîðåìå Æîðäàíà êëàññ BV [a, b] ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôóíêöèé,

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå F = F1 − F2, ãäå ôóíêöèè Fi îïðåäåëåíû íà [a, b]
è íå óáûâàþò (ðàçëîæåíèå Æîðäàíà ôóíêöèè F ).

Óïðàæíåíèå 2*. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin(1/x), f(0) = 0
íå ïðèíàäëåæèò BV [0, 1], íî íà èíòåðâàëå (0, 1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè èíòåãðèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå
F = F1 − F2, ãäå ôóíêöèè Fi íå óáûâàþò è íåïðåðûâíû ñëåâà íà [a, b],
òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò∫

A

fdF =

∫
A

fdF1 −
∫
A

fdF2

ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè èìåþò ñìûñë (ïðîâåðüòå
êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ).

41



Â ñëó÷àå A = [a, b) âìåñòî
∫

[a,b)
fdF èíîãäà ïèøóò

∫ b−
a
fdF . Çàìåòèì,

÷òî ýòîò èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ
∫

[a,b]
fdF , òîëüêî åñëè f(b)mF ({b}) = 0,

òàê êàê ∫
[a,b]

fdF =

∫
[a,b)

fdF + f(b)mF ({b})

(äîêàæèòå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K[a, b] êëàññ ôóíêöèé F : [a, b]→ R, ïðåäñòàâèìûõ

â âèäå F = F1−F2, ãäå ôóíêöèè Fi : [a, b]→ R íå óáûâàþò, íåïðåðûâíû
ñëåâà è èìåþò íà îòðåçêå [a, b] êîíå÷íîå (èëè ïóñòîå) ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà, à âíå ýòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà î âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ F ∈ K[a, b] èìååò íà ïðîìåæóòêå [a, b) êîíå÷íîå (èëè
ïóñòîå) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà {xk}, hk � âåëè÷èíà ñêà÷êà ôóíê-
öèè F â òî÷êå xk. Òîãäà äëÿ ëþáîé mF -èíòåãðèðóåìîé áîðåëåâñêîé
ôóíêöèè f íà [a, b)∫

[a,b)

fdF =

∫
[a,b)

f(x)F ′(x)dx+
∑
k

f(xk)hk. (5.1)

Íàðÿäó ñ èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà áûâàåò ïîëåçåí è èíòåãðàë
Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó Ðèìà-
íà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b)→ R, à F ∈ BV [a, b]. Äëÿ
ðàçáèåíèÿ P = {a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b} ïðîìåæóòêà [a, b)
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξk ∈ [xk−1, xk) îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûå ñóììû
Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ(f, P, F ) =
n∑
k=1

f(ξk)(F (xk)− F (xk−1)). (5.1)

Ïîëîæèì λ(P ) = maxk(xk−xk−1). Åñëè ïðåäåë limλ(P )→0 σ(f, P, F ) ñóùå-
ñòâóåò (è íå çàâèñèò îò âûáîðà îòìå÷åííûõ òî÷åê ξk), òî îí íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ñ èíòåãðèðóþùåé ôóíêöè-
åé F ïî [a, b) è îáîçíà÷àåòñÿ

∫ b
a
fdF .

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà î ñâÿçè èíòåãðàëîâ Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà è Ðèìàíà-
Ñòèëòüåñà). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], à ôóíêöèÿ F ∈ BV [a, b]
íåïðåðûâíà ñëåâà, òî èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ñóùå-
ñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëîì Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà.
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Óïðàæíåíèå 3.* Ïóñòü F (x) = x2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà íà [0, 1] îòíîñèòåëüíî F ,
íî íå ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà íà [0, 1] îòíîñèòåëüíî F .

�6. Çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ëåáåãà

Ïîíÿòèå èçìåðèìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü îáîáùåíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è Y åñòü ìíîæåñòâà, B è C � σ-àëãåáðû
èõ ïîäìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå g : X → Y íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìûì, åñëè g−1(A) ∈ B äëÿ ëþáîãî A ∈ C.

Ñ ïîìîùüþ èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî �ïåðåñàäèòü� ìåðó ñ X
íà Y .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ê òîìó æå (X,B, µ) åñòü ïðîñòðàíñòâî ñ σ-
êîíå÷íîé ìåðîé. Äëÿ èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ g : X → Y îïðåäåëèì
ìåðó µg−1 íà C ðàâåíñòâîì (µg−1)(A) = µ(g−1(A)), A ∈ C. Ýòà ìåðà
íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìåðû µ ïðè îòîáðàæåíèè g (è îáîçíà÷àåòñÿ èíîãäà
g(µ)).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî µg−1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûâàåò ïîëåçíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëîâ

(â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé).

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà î çàìåíå ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå). Ïóñòü (X,B)
è (Y, C) åñòü ìíîæåñòâà ñ ôèêñèðîâàííûìè σ-àëãåáðàìè ñâîèõ ïîäìíî-
æåñòâ, g : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü σ-êîíå÷íàÿ ìåðà
µ íà B òàêîâà, ÷òî åå îáðàç ν = µg−1 òàêæå σ-êîíå÷åí. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà Y∫

X

f(g(x))dµ(x) =

∫
Y

f(y)dν(y). (6.1)

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è áåç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè f , åñëè äîïîëíèòü åãî óòâåð-
æäåíèåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â îäíîé åãî ÷àñòè âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà â äðóãîé.

Îäíèì èç ñëåäñòâèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà çàìå-
íû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ïî n-ìåðíîé ìåðå Ëåáåãà. Ïðèâåäåì ýòîò
ðåçóëüòàò â ñëó÷àå n = 1.
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Ñëåäñòâèå 1 (î çàìåíå ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå ïî ìåðå Ëåáåãà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ g îòîáðàæàåò èíòåðâàë I2 íà èíòåðâàë I1 è îáëàäàåò
îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé g′(x) > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé
áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå I1∫

I1

f(y)dy =

∫
I2

f(g(x))g′(x)dx. (6.2)
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�7. Ïðîñòðàíñòâà Lp

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ââåäåíû êëàññû ôóíêöèé, âåñüìà ïîëåç-
íûå â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå (ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Ðàäîíà-Íèêîäèìà â �8) è åãî ïðèëîæåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü p ∈ [1,∞). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f íà X
ïðèíàäëåæèò Lp(X,µ), åñëè îíà èçìåðèìà è fp ∈ L1(X,µ). Ïðè ýòîì
ïîëàãàþò

‖f‖p =

∫
X

|f |pdµ

1/p

(ëåâàÿ ÷àñòü ÷èòàåòñÿ �íîðìà f â ïðîñòðàíñòâå Lp�).
Âìåñòî Lp(X,µ) ïèøóò òàêæå Lp(µ) (èëè Lp(X), åñëè ÿñíî, î êàêîé

ìåðå èäåò ðå÷ü), à íîðìó f â ïðîñòðàíñòâå Lp îáîçíà÷àþò åùå ‖f‖Lp(µ).
Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Lp èãðàþò íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

è Ìèíêîâñêîãî, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ óñòàíîâèì.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé íå âñå-

ãäà èíòåãðèðóåìî. Îäíàêî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà). Ïóñòü p ∈ (1,∞), 1/p+1/q = 1.
Åñëè f ∈ Lp(X,µ) è g ∈ Lq(X,µ), òî ïðîèçâåäåíèå fg ∈ L1(X,µ) è
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî çäåñü èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
c1|f |p = c2|g|q ï. â. äëÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2, íå ðàâíûõ íóëþ.

Çàìå÷àíèÿ. 1). Â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Lp íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà
p, q, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó 1/p + 1/q = 1, íîñÿò íàçâàíèå ñîïðÿ-
æåííûõ ïîêàçàòåëåé.

2) Ïðè p = 2 íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî (èëè íåðàâåíñòâîì Øâàðöà).

Óïðàæíåíèå 1.* Äîêàæèòå, ÷òî Lp(X,µ) ⊂ L1(X,µ), åñëè 1 ≤ p è
ìåðà µ êîíå÷íà.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäíî èç ïðîñòðàíñòâ L1(R) è
L2(R) íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.

Òåîðåìà 2 (íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî). Ïóñòü p ∈ [1,∞) è f, g ∈
Lp(X,µ). Òîãäà

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
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Çàìå÷àíèå. Îäíîâðåìåííî ìû ïîêàçàëè, ÷òî Lp(X,µ) ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Óïðàæíåíèå 3. Åñëè X = N, à µ � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà, ïðîñòðàíñòâî
Lp(X,µ) îáîçíà÷àåòñÿ lp. Çàïèøèòå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ñìûñë íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(f, g) = ‖f − g‖p (f, g ∈ Lp(X,µ))

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g) ïðè
f, g, h ∈ Lp(X,µ). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ρ(f, g) = ρ(g, f) è ρ(f, f) = 0. Îä-
íàêî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, òàê êàê èç ðàâåíñòâà ρ(f, g) = 0 ñëåäóåò
ëèøü, ÷òî f = g ï. â. ×òîáû èñïðàâèòü ñèòóàöèþ, ââåäåì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî

N (X,µ) = {f : f = 0 µ -ï. â. }
ïðîñòðàíñòâà Lp(X,µ) è ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

Lp(X,µ) := Lp(X,µ)/N (X,µ).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïåðåñòàåì ðàçëè÷àòü µ-ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè
èç Lp(X,µ). Ýëåìåíòàìè Lp(X,µ) ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè f̃ =
{g ∈ Lp(X,µ) : g ∼ f} ýëåìåíòîâ f ∈ Lp(X,µ). Åñëè òåïåðü ìû ïîëîæèì
‖f̃‖p := ‖f‖p, ρp(f̃ , g̃) = ‖f̃− g̃‖p, òî ïîëó÷èì ìåòðèêó íà Lp(X,µ) (áîëåå
òîãî, ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, ÷òî áóäåò äîêàçàíî ïîçäíåå).

Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû èç Lp(X,µ) íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ íèõ íå îïðåäåëåíî çíà÷åíèå â òî÷êå). Âïðî÷åì, äîïóñêàÿ
âîëüíîñòü ðå÷è, ýëåìåíòû èç Lp(X,µ) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè, åñëè ýòî
íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Äîïîëíèì òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ Lp(X,µ) ðàññìîòðåíèåì ïðåäåëüíîãî
ñëó÷àÿ p =∞.

Îïðåäåëåíèå 7. Ãîâîðÿò, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà X ñóùå-
ñòâåííî îãðàíè÷åíà ñâåðõó , åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c èìååì f(x) ≤
c µ-ï. â. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

esssupf = inf{c : f(x) ≤ c µ-ï. â. }
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûå ñíèçó ôóíêöèè è
essinff . Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà ñó-
ùåñòâåííî îãðàíè÷åíà êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó.
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Îïðåäåëåíèå 8. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî L∞(X,µ) êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà X, ò. å. òàêèõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé f íà X, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖∞ := esssup|f | <∞.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî L∞(X,µ) åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæå-
íèÿ íà ñêàëÿð.

Ïî ïðè÷èíàì, óæå îòìå÷àâøèìñÿ âûøå, óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü ôóíê-
öèè èç L∞(X,µ), ñîâïàäàþùèå ïî÷òè âñþäó, ò. å. ðàññìàòðèâàòü ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî

L∞(X,µ) := L∞(X,µ)/N (X,µ).

Êàê è â ñëó÷àå p < ∞, äëÿ f̃ , g̃ ∈ L∞(X,µ) ïîëàãàþò ‖f̃‖∞ :=
‖f‖∞, ρ∞(f̃ , g̃) := ‖f̃ − g̃‖∞.

Óïðàæíåíèå 5. Ïðîâåðüòå àêñèîìû ìåòðèêè äëÿ ρ∞.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé àíàëîã íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäå-
ðà: åñëè f ∈ L1(X,µ), à g ∈ L∞(X,µ), òî fg ∈ L1(X,µ) è ‖fg‖1 ≤
‖f‖1‖g‖∞.

�8. Çíàêîïåðåìåííûå ìåðû è òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà

×àñòî áûâàåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü µ1, µ2 � äâå êîíå÷íûå ìåðû, îïðåäåëåííûå
íà îäíîé è òîé æå σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

ν(A) = µ1(A)− µ2(A) (A ∈ B), (8.1)

íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ìåðîé (çàðÿäîì).

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òî çàðÿä ÿâëÿåòñÿ σ-àääèòèâíîé âåùåñòâåííîçíà÷-
íîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà σ-àëãåáðå. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ðàçóìååòñÿ, ðàçëîæåíèå (8.1) íå åäèíñòâåííî, íî îíî áóäåò åäèí-
ñòâåííûì, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìåðû µ1, µ2 áûëè âçàèìíî ñèíãó-
ëÿðíûìè â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå (8.1)
íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Æîðäàíà çàðÿäà ν.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ìåðû µ1, µ2, îïðåäåëåííûå íà îäíîé è òîé æå σ-
àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ñèíãóëÿðíû-
ìè (ïèøóò µ1⊥µ2), åñëè X ðàçáèâàåòñÿ íà òàêèå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
X1 è X2, ÷òî µ1(X2) = µ2(X1) = 0 (ò. å. ýòè ìåðû ñîñðåäîòî÷åíû íà
äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâàõ).

Äàäèì ïðèìåð ìåðû, âçàèìíî ñèíãóëÿðíîé ñ ìåðîé Ëåáåãà.

Óïðàæíåíèå 1*. Äîêàæèòå, ÷òî mϕ⊥m, ãäå ϕ � ôóíêöèÿ Êàíòîðà
(ñì. ãëàâó 2).

*Òåîðåìà 1. Ðàçëîæåíèå (8.1) åäèíñòâåííî, åñëè ìåðû µ1, µ2 âçà-
èìíî ñèíãóëÿðíû.

Â ðàçëîæåíèè Æîðäàíà çàðÿäà ν ìåðû µ1 è µ2 îáû÷íî îáîçíà÷àþò
ν+ è ν− ñîîòâåòñòâåííî è íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
÷àñòÿìè çàðÿäà ν. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ν+(E) = sup{ν(A) : A ⊂ E,A ∈ B},

ν−(E) = − inf{ν(A) : A ⊂ E,A ∈ B}

(ïî÷åìó ôóíêöèè ν+ è ν−, îïðåäåëåííûå ýòèìè ðàâåíñòâàìè, ÿâëÿþòñÿ
ìåðàìè?).

Ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó |ν| := ν+ + ν− íàçûâàþò âàðèàöèåé çàðÿäà ν .
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà ñî çíàêîïåðåìåííîé èíòå-

ãðèðóþùåé ôóíêöèåé î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ýòó áîëåå îá-
ùóþ ñèòóàöèþ: åñëè f ∈ L1(X, ν+) ∩ L1(X, ν−), òî∫

X

fdν :=

∫
X

fdν+ −
∫
X

fdν−.

×èòàòåëü ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî∣∣∣∣∣∣
∫
X

fdν

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
X

|f |d|ν|.∗

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìåð ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïî-
ëîæíûì âçàèìíîé ñèíãóëÿðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ìåðà µ çàäàíà íà σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâàX. Çàðÿä ν, îïðåäåëåííûé íà B, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûì îòíîñèòåëüíî µ (ïèøóò ν � µ), åñëè èç òîãî, ÷òî µ(E) = 0,
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ñëåäóåò, ÷òî ν(E) = 0 (ò. å. ν îáëàäàåò íå ìåíüøèì çàïàñîì ïðåíåáðå-
æèìûõ ìíîæåñòâ, ÷åì µ).

Ïîêàæåì, ÷òî àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ðàçíîâèäíîñòüþ íåïðåðûâíîñòè.

Ëåììà 1 (ε − δ-óñëîâèå àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè). Ïóñòü îãðà-
íè÷åííàÿ ìåðà ν è ìåðà µ çàäàíû íà σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà X. Óñëîâèå ν � µ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî µ(E) < δ âëå÷åò íåðàâåíñòâî
ν(E) < ε.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ν � µ è ν⊥µ, òî ν = 0.
Ïðèìåðû çàðÿäîâ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî µ, äàþò èí-

òåãðàëû ν(E) =
∫
E
fdµ ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f , ðàññìàòðèâàå-

ìûå êàê ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà. Âàæíàÿ òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà óòâåð-
æäàåò, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò.

Òåîðåìà 3 (òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà). Ïóñòü ν è µ � σ-êîíå÷íûå
ìåðû, çàäàííûå íà σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Åñëè ν
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ, òî íà X ñóùåñòâóåò òàêàÿ
åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî µ-ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèÿ y ≥ 0, ÷òî

ν(A) =

∫
A

ydµ (A ∈ B). (8.2)

*Òåîðåìà 4 (òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà äëÿ çàðÿäîâ). Ïóñòü ν åñòü
çàðÿä, à µ � σ-êîíå÷íàÿ ìåðà, çàäàííûå íà σ-àëãåáðå B ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X. Åñëè ν àáñîëþòíî íåïðåðûâåí îòíîñèòåëüíî µ, òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíê-
öèÿ f ∈ L1(X,µ), ÷òî

ν(A) =

∫
A

fdµ (A ∈ B).

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè çàìå-
òèòü, ÷òî ν± � µ âìåñòå ñ ν. �*

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (8.2) ôóíêöèÿ y íàçû-
âàåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ν îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, à òàêæå ïðîèçâîäíîé
Ðàäîíà-Íèêîäèìà, è îáîçíà÷àåòñÿ dν/dµ, à ñàìî ðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ
â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå dν = ydµ.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ìåðà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà mF áóäåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
m? Äëÿ îòâåòà íà íåãî ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ F : R→ R íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
äèçúþíêòíîãî íàáîðà èíòåðâàëîâ (aj, bj)(j = 1, . . . , n) óñëîâèå

∑n
j=1(bj−

aj) < ε âëå÷åò
∑n

j=1 |F (bj)− F (aj)| < δ.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè F :

[a, b] → R, íóæíî ëèøü äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû (aj, bj) ⊂
[a, b] (j = 1, . . . , n).

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé
áóäåì îáîçíà÷àòü AC[a, b].

Óïðàæíåíèÿ 3. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé:

1) AC[a, b] åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïå-
ðàöèé íàä ôóíêöèÿìè), ñîäåðæàùåå âñå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íà
[a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà.

2) Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.
3)* AC[a, b] ⊂ BV [a, b].

Òåîðåìà 5 (òåîðåìà îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ìåðû Ëåáåãà-
Ñòèëòüåñà). Ìåðà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà mF ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F :
R → R áóäåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà m
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

Ïîíÿòèå àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ðåøå-
íèè âîïðîñà î ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ò. å. ðàâåí-
ñòâà

x∫
a

F ′(t)dt = F (x)− F (a), (NL)

äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî íåâåðíî, äàæå åñëè F ïî÷òè âñþäó

äèôôåðåíöèðóåìà. Äëÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå F ôóíê-
öèþ Êàíòîðà ϕ, äëÿ êîòîðîé, î÷åâèäíî, ϕ′ = 0 ï. â., íî ϕ(1)− ϕ(0) = 1.

Íî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6 (îñíîâíàÿ òåîðåìà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ èíòå-
ãðàëà Ëåáåãà). Äëÿ ôóíêöèè F : [a, b] → R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:
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1) F ∈ AC[a, b];
2) F äèôôåðåíöèðóåìà ï. â. íà [a, b], F ′ ∈ L1[a, b] è ïðè âñåõ x ∈ [a, b]

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (NL).

Òåîðåìà 7 (òåîðåìà Ëåáåãà î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà ñ ïå-
ðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì). Åñëè f ∈ L1[a, b], òî

d

dx

∫
[a,x)

f(t)dt = f(x) ï. â.

Çàìå÷àíèå. Èç îñíîâíîé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ èí-
òåãðàëà Ëåáåãà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòîðà ϕ /∈ AC[0, 1],
õîòÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèà-
öèþ íà [0, 1].

�9. Ïðîèçâåäåíèå ìåð è òåîðåìà Ôóáèíè

Êàê îïðåäåëèòü ìåðó Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè R2, èñõîäÿ èç ìåðû Ëåáå-
ãà m íà ïðÿìîé R? Ìîòèâèðóÿñü ôîðìóëîé ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà,
åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ ïëîñêîñòè âèäà A × B,
ãäå A è B � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâà R, è ïîëîæèòü m2(A×
B) := m(A)m(B). Îêàçûâàåòñÿ, m2 ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà ïîëóàëãåáðå ýòèõ
�îáîáùåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ�, è ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåññ ïðîäîë-
æåíèÿ ìåðû, îïèñàííûé â ãëàâå 2. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìåðà Ëåáåãà
â R3 = R × R2 è ò. ä., à òàêæå íà òîðå, öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ
è ïðî÷èõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, òàê ÷òî öåëåñîîáðàçíî ñðàçó ðàññìîò-
ðåòü îáùóþ ñõåìó.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ

Ëåììà 1.Ïóñòü Si � ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Xi (i =
1, 2). Òîãäà ñèñòåìà ìíîæåñòâ

S1 × S2 := {A1 × A2 : Ai ∈ Si, i = 1, 2}

åñòü ïîëóàëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X1 ×X2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîé ïðîâåðêå äëÿ S1×S2 àêñèîì ïî-
ëóàëãåáðû ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ

(A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = (A1 ∩ A2)× (B1 ∩B2),

(A×B)′ = (A×B′) t (A′ ×B) t (A′ ×B′).�
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Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà S1 × S2 ìîæåò íå áûòü äàæå àëãåáðîé è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà Si (i = 1, 2) ÿâëÿþòñÿ ñèãìà-àëãåáðàìè (ïðèâåäèòå ïðè-
ìåð). Ýòî åùå îäèí àðãóìåíò â ïîëüçó ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ïîëóàëãåáðû.

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà-îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìåð).Ïóñòü (Xi,Bi, µi)
(i = 1, 2) � ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ µ1 × µ2 íà ïî-
ëóàëãåáðå B1 × B2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(µ1 × µ2)(A1 × A2) = µ1(A1)µ2(A2) (Ai ∈ Bi, i = 1, 2).

Òîãäà îíà áóäåò ìåðîé. Ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ýòîé ìåðû îáîçíà÷à-
åòñÿ µ1 ⊗ µ2 è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìåð µ1 è µ2.

Ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äâå âàæíûå òåîðåìû î ïåðåõîäå
îò äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ôóáèíè-Òîíåëëè). Ïóñòü (Xi,Bi, µi) (i = 1, 2)
� ïðîñòðàíñòâà ñ ñèãìà-êîíå÷íûìè ìåðàìè.

1 (Òîíåëëè). Åñëè ôóíêöèÿ f íà X1×X2 íåîòðèöàòåëüíà è µ1⊗µ2-
èçìåðèìà, òî∫

X1×X2

fd(µ1 ⊗ µ2) =

∫
X1

∫
X2

f(x1, x2)dµ2(x2))

 dµ1(x1) =

=

∫
X2

∫
X1

f(x1, x2)dµ1(x1))

 dµ2(x2), (9.1)

ïðè÷åì óòâåðæäåíèå òåîðåìû âêëþ÷àåò èçìåðèìîñòü ï. â. âíóòðåí-
íèõ èíòåãðàëîâ (êàê ôóíêöèé, çàäàííûõ èíòåãðàëàìè, çàâèñÿùèìè îò
ïàðàìåòðà).

2 (Ôóáèíè). Åñëè f ∈ L1(X1 ×X2), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (9.1),
ïðè÷åì óòâåðæäåíèå òåîðåìû âêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå è èíòåãðèðó-
åìîñòü ï. â. âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ (êàê ôóíêöèé, çàäàííûõ èíòåãðà-
ëàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà).

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ìíîæåñòâà E ∈ B1 ⊗ B2 ïîëîæèì

Ex = {y ∈ X2 : (x, y) ∈ E}, Ey = {x ∈ X1 : (x, y) ∈ E}.

Òîãäà

µ1 ⊗ µ2(E) =

∫
X1

µ2(Ex)dµ1(x) =

∫
X2

µ1(Ey)dµ2(y).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Òîíåëëè ê ôóíêöèè
χE.�

Çàìå÷àíèå. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ìåð íå σ-êîíå÷íà, òåîðåìû Ôó-
áèíè è Òîíåëëè ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ. Â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîíòðïðèìåðà ìîæíî âçÿòü X1 = X2 = [0, 1], B1 = B2 = B[0,1], µ1 = m,µ2

� ñ÷èòàþùàÿ ìåðà, f = χD, ãäå D = {(x, x) : x ∈ [0, 1]}.
Óïðàæíåíèå 1.* Ïðîâåðüòå.

Óïðàæíåíèå 2*. Ïóñòü X1 = X2 = N, B1 = B2 = P(N), µ1 = µ2 �
ñ÷èòàþùàÿ ìåðà. Ïîëîæèì f(m,n) = 1, åñëè m = n, f(m,n) = −1, åñëè
m = n + 1, è f(m,n) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òîãäà f /∈ L1(X1 ×X2),
íî ïîâòîðíûå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è ðàâíû. Äîêàæèòå.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû Ôóáèíè è Òîíåëëè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â ñëå-
äóþùåé ñèòóàöèè. Äîïóñòèì, ÷òî íàì íóæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå
∫
X1

(∫
X2
fdµ2

)
dµ1. Òîãäà ñíà÷àëà

ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó Òîíåëëè, ÷òîáû äîêàçàòü (ïóòåì ïåðåõîäà ê ïî-
âòîðíîìó), ÷òî

∫
X1×X2

|f |d(µ1 ⊗ µ2) < ∞, à çàòåì ïðèìåíÿåì òåîðåìó

Ôóáèíè ê
∫
X1×X2

fd(µ1 ⊗ µ2).

53


